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Forord

Materialet till denna kursbok kommer i huvudsak frin
Jean-Louise Calais kompendium med samma namn.
Vissa bidrag hinfér sig till den ordinarie litteraturen i
symmetri och molekylfysik. Nagra viktiga killor ges i
litteraturforteckningen nedan. Dessa bocker kan ocksa
anvindas som kursbécker eller kanske frimst f6r komp-
letteringar f6r den som strivar efter ytterligare for-

djupning;

Tanken med denna kursbok ir att ge en sammanhallen
matematisk och fysikalisk framstillning av den grundlig-
gande behandlingen av molekylers och kristallers sym-
metri, som dr limplig f6r fem veckors studier och alltsa
svarar mot 5 akademiska poing. Kursen ingar i grund-
och forskarutbildningen inom mat.-nat.-programmet.

I texten finns uppgifter att 16sa. Till dessa finns tyvirr

inga tryckta svar utan dessa far tillhandahéllas efter-
hand.

Litteraturférteckning:

G. Herzberg, Molecular Spectra and Molecular Structure vol.
HI. Electronic Spectra and Electronic Structure of Polyatomic
Molecules, van Nostrand Reinhold Company, New York,
1966.

G.M. Barrow, Introduction to Molecular Spectroscopy, McGraw-
Hill, New York, 1962,

M. Tinkham, Group Theory and Quantum Mechanics, Dover
Publications, New York, 1992,

PW. Atkins and R.S. Friedman, Molecular Qunantum Mecha-
nies, 3rd ed. Oxford University Press, 1997.
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"Die Mathematik -

Sie baut die verbindende
Briicke

zwischen Theori und Praxis
zwischen Denken und
Beobachten"

David Hilbert, Kénigsberg,
1930

I. Inledning

I.1 Bakgrund

Nir fysiker under 1920-talet borjade anvinda sig av sym-
metri for att 16sa kvantmekaniska problem blev manga
av dem sd intresserade av de matematiska aspekterna
av problemen att de limnade fysiken. En del talade om
Zoruppesten”, dirfor att i den underliggande matema-
tiken 1ag den s kallade gruppteorin. Men det dr inte sd
konstigt egentligen; symmetri dr i sig ett fascinerande
imne med kontakter inom inte bara naturvetenskapen
utan dven konst, musik och filosofi.

Avsikten med denna kurs dr att visa hur symmetri kan
anvindas for att analysera och férenkla ett antal problem,
som man stindigt méter i teorin f6r molekylers och fasta
dmnens elektronstruktur. Det naturliga redskapet i detta
sammanhang dr just gruppteorin, och i sektion III skall
vi ge en kort 6versikt 6ver de delar av gruppteorin som
kommer att bli till stérst anvindning for oss i arbetet. Vi
skall inte ge nagra bevis utan kommer att for sidana i
hog grad hinvisa till speciallitteraturen pa omradet.

Den frimsta anledningen till att anvinda symmetri i
kvantmekaniska sammanhang ér att den alltid tillater oss
att separera problemet i ett antal inbdrdes oberoende
och generellt sett enklare delproblem. Det innebir givet-
vis begreppsmissiga férdelar men ocksa berdkningsmis-
siga sadana dirfor att de flesta symmetriresultaten dr
exakta och antalet utrikningar av integraler kan minska
avsevart.

For att illustrera centrala begrepp borjar vi med att forst
betrakta nigra exempel, som vi sedan dterkommer till
och definierar bittre lingre fram. Exemplen hinfor till
den vilkinda exakta 16sningen av Schrédingerekvationen
for viteatomen och viteliknande jonert.

Graden av symmetri hos ett féremal avgdrs av ett antal
generella symmetrioperationer, sisom spegling, rota-
tion, etc. och det kan visa sig att exempelvis mycket
olika molekyler har samma grad av symmetri. I figuren
nedan visas nagra strukturer for molekyler och deras
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grupptillh6righet f6r att exemplifiera detta. Symmetrin
ir hir den som det atomira skelettet har 1 jimviktsliget.
Det finns anledning att anta att dven elektronstrukturen
har liknande symmetri och att vibrationer och rotationer
foljer samma monster. Detta ger mojligheter till likar-
tad karakterisering av hela molekyldynamiken, vilket édr
oerhért fordelaktigt av savil begrepps- som anvindbar-

hetsskal.
Pyridin
Moleks! /\ ( j / \
Grupp Coy Cyy Ds3p

I.2 Schrédingerekvationen

Egenfunktionerna till Schrédingerekvationen for vite-
atomen ar

l/’nlm(r) = Rn[(r) Y, (9,(])) L1)

och motsvarande energiegenvirden dr i den atomira
energienheten 1 a.u. (1 a.u. =1 Hartree = 2E;; = 27,2114
eV, se Physics Handbook CU-2.3) givna av sambandet:

E,=-— dir n=123. (2
2n
Symmetrin hos systemet bestims av rotationerna R(a,
B, 7) i den meningen att Hamiltonoperatorn (uttryckt i
atomira enheter)

1 1
H > A . (L3)

kommuterar med alla sidana rotationer. Att de faktiskt
gbr det kan inses relativt litt. Operatorn fér potenti-
ella energin beror enbart av avstindet 7 till origo (kraft-
centrum) och inte alls av vinklarna a, B, v, relativt x; y,
z-systemet (se figur i appendix 1). For att visa att kom-
muteringssambandet giller dven fOr kinetiska energiope-
ratorn skriver vi denna



1 d( 20 1?
A=—2(29 | 1T 1.4
2 ar(r (9rj 2 9

Hir representeras operatorn for impulsmomentet av
P=12+12+12som kan skrivas mer utforligt som (se
Physics Handbook)

sin@ 00 d0 sin2 6 a(pz @.5)

De tre komponenternal,, 1,1 kommuterar inte inbordes

men det giller att (se appendlx 2)

[P0, ] =2 ] =2 ]=0 (L6)

1.3 Transformationer
En godtycklig rotation bestimd av de sa kallade Euler-
vinklarna o, B, ¥ kan skrivas (Edmonds kap 4.1)

R(.B.y) = P oit: (L7)

Detta skrivsitt kinner vi val fran den elementira behand-
lingen av de komplexa talen. R kommuterar med 12 och
saledes 4ven med hela Hamiltonianen, vilket kan skrivas

[#, R(c, 7)) = .

for alla virden pd vinklarna o, f3, y.

Vinkeldelarna av egenfunktionerna, klotfunktionerna
Y,,(0,9), transformeras pa féljande sitt under en god-
tycklig rotation (Edmonds, kap 4.1)

Vi blir siledes vid rotation kvar i rummet som bestims
av 1. Transformationen leder till att de 2/4+1 funktionerna
Y,,(0,9) blandas pa ett sitt som beskrivs av koefficien-
terna DO, .
funktioner med olika virde pa /

men det férekommer ingen blandning av

Koefficienten DO, (a., B, y) kan betraktas som det 7
te elementet av en matris som karakteriseras av /och de
tre Bulervinklarna. Denna matris specificerar rotationen

R(a, B, y). Varje rotation (finns odndligt manga) mot-

3

Transformation = en avbild-
ning av exempelvis en mingd
av funktioner pia en annan
sadan mingd.

(L.9)



Leopold Kronecker (1823-
1891). Tysk matematiker och
populér lirare vid Berlinuni-
versitetet. Sina frimsta insat-
ser anses han ha gjort inom
den hégre algebran.

Vladimir Alexandrovich Fock
(1898-1974). Rysk fysiker i
davarande Sovjetunionen.
Han féddes 1 S:t Petersburg
och hade
liga verksamhet dir. Hans

sin huvudsak-

fornamsta insatser 4ar inom
kvantfysiken.

svaras av en mattis. Funktionerna Y, spainner upp bérar-
rummet av matrisrepresentationen, och en viktig aspekt
pa ekvation 1.9 ir att det index /4 som finns med, beteck-
nar stabila underrum av denna birarrymd. Funktionerna
i bidrarrummet dr ortonormala, vilket betyder att féljande
samband giller med Kroneckers 6,,0ch d,,,,:

2r &
Jdo [sin0d0Y;,,(6.9)Y,,(6.9)= 615

mm (110
5 b (1.10)

Dessa tva ortogonalitetsvillkor illustrerar ndgot vi kom-
mer att triffa pa ofta framéver - funktioner som tillhor
olika irreducibla representationer (olika /) dr ortogonala,
vilket dven funktioner dr som tillhér samma representa-
tion men olika kolumner i D (olika virde pa 7).

Vi skall se senare att det finns ett nira samband mellan
dimensionerna hos det stabila underrummet och dege-
nerationsgraden av motsvarande energiniva. De tre
tillstinden 2p,, 2p,, 2p_ har alla samma energi, de fem 34
tillstinden har en annan men inb6érdes identisk energi etc.
De (2H41)-dimensionella underrummen svarar saledes
mot energidegenerationer av ordningen 2/41.

Viteatomen ir emellertid lite lustig. Som inses fran ekva-
tion 1.2, och som vi forstas kidnner till sedan tidigare,
beror energin inte alls pd bankvanttalet /utan enbart pa
huvudkvanttalet 7. Det innebir att de fyra funktionerna
25,2p,, 2p,, 2p, har samma energi, -1 /8 a.u, medan de nio
funktionerna 3s, 3p, 3d har en annan men inbdrdes lika
energi, -1/18 a.u., etc. Forklaringen till denna marklighet
gavs redan 1935 av Vladimir Fock, som visade att den
antagna symmetrin for viteatomen var alltfér begransad.
Problemet bestims egentligen av alla de fyrdimensio-
nella rotationerna. Dimensionerna hos de stabila under-
rummen erhalls i detta fall av

1.3 5
2j+1)(25'+1) dar j,j=0,—,1,=,2 —,..
(27 +1)(2] +1) JiF=0200252, 20 (L)
Fallet med # = 1 svarar mot j = j° = 0, fallet » = 2 svarar
mot j = ;7= 1/2, fallet med » = 3 svarar motj = /= 1,

etc. En intressant variation pa detta tema ges 1 en artikel
av ].D. Louck i J. Mol. Spectroscopy 4, 334 1960).



I.4 Symmetrielement hos molekyler
Symmetrin hos ett molekylirt system beskrivs med hjilp
av symmetriclement och det finns fem sddana, som
vi skall aterkomma till ofta i denna kurs och som for
6vrigt aterfinns i all litteratur pa omradet. Symmetriegen-
skaperna uttrycks med hjilp av symmetrioperationer
som, nir de verkat, limnar systemet i ett tillstind som 4r
ekvivalent med utgangstillstaindet. Tabellen nedan anger
symmetriclementen och deras verkan, och direfter ger vi
ndgra exempel pa symmetriegenskaper hos molekyler i
form av figurer.

Symmetrielement Symmetri avseende Symmetrioperation

E Identitet Ingen #ndring

Cy Rotationsaxel Rotation omkring en axel
med vinkeln 360/n grader

o Plan Spegling i planet

i Symmetricentrum Koordinatinvertering med
avseende pa origo

Sy Rotationsaxel- Rotation omkring en axel

reflektionsplan med vinkeln 360/n grader

f5ljd av spegling i planet

Det kan forstas finnas flera rotationsaxlar i en molekyl
och de kan betecknas exempelvis C; (rotation 120 grader)
och G, (rotation 180 grader). Det kan ocksa finnas flera
spegelplan. Man skiljer pa vertikala, &, (v = vertikal) och
horisontella 6, (4 = horisontell) men dven pa delnings-
plan 6, (d = delning). Molekylens huvudrotationsaxel 4r
dirvid vertikal.
|

ool

Pyridin sedd mot

molekylplanet. C3

Hs-molekylen i perspektiv

Bensenmolekylen

sedd uppifran. Spegelplanen
o, och oy dr vertikala och
avtecknar sig déarfor endast
som linjer i figuren. Cg dr
huvudrotationsaxel.




Operationerna §, (rotation — spegling) och 7 (inver-
sion) illustreras nedan f6r tva olika molekyler, allen och
dibrometen.

S4-operation

Molekylen allen (C3Hy) sedd i perspektiv snett framifran. CH,-grupperna
ir roterade 90° i forhallande till varandra.

H\ o,| &2
H
/C==C=:%C<H S4=Cyo0y,

H

Inversion

Dibrometen (C,H,Br;) sedd mot molekylplanet. Inversionspunkten
r origo (axelskédrningspunkten).

Br

o)

En uppsittning symmetrielement definierar en molekyls
symmetri och en bestimd punktgrupp. Varje molekyl
tillhor en sidan grupp. 1 appendix 3 ges de vanligaste
molekylira punktgrupperna tillsammans med gruppele-
menten och exempel pd tillhérande molekyler.



1.5 Ovningsuppgifter

1. Bestim antalet vertikala spegelplan G, f6r H;-mole-
kylen.

2. Identifiera eventuella tvifaldiga rotationsaxlar C, for
H;-molekylen.

3. Hs-molekylen har ej inversionssymmetri. Visa detta.

4. Har dibrometen ndgot spegelplan? Om svaret ir ja,
namnge spegelplanet.






II. Symmetrioperationer

II.1 Definitioner

Anvindningen av symmetri beloper sig i férsta hand
till studier av transformationsegenskaper hos vagfunk-
tioner under bestimda symmetrioperationer. En stor del
av kursen behandlar egenskaper hos elektronvagfunk-
tioner, och det 4r i detta sammanhang viktigt att halla
isir enelektronfunktioner — spinnorbitaler — och fler-
clektronfunktioner. Vi skall dtervinda till detta i kapitel
VII. Symmetrin provas genom ett antal symmetriopera-
tioner: rotationer, reflektioner, translationer i det vanliga
tredimensionella rummet, spinnrotationer, tidsreversion,
permutationer av elektronkoordinater i flerelektronsys-
tem etc.

Viintresserar oss saledes for transformationsegenskaper
hos funktioner under bestimda symmetrioperationet.
Operatorer verkar frimst pd argumenten till funktio-
nerna, och vi bér dirfér skilja mellan operationer pé
argument och transformation av funktioner. Vi kommer
framfor allt att arbeta med skaldra funktioner f(t), vilka
har ett bestdimt virde i varje punkt i rummet. En sym-
metrioperation innebdr byte av koordinatsystem. § byter
r mot r’. Vi skriver denna operation:

r'=Sr (H.1)

Sambandet sdger att punkten, som pekas ut av r i det
gamla koordinatsystemet, pekas ut av t” i det nya. Virdet
av en given funktion i den punkten dr givetvis oberoende
av namnet, men det funktionella beroendet ar olika i de
tvd koordinatsystemen. Vi infér namnet f¢ f6r den funk-
tion av 1’ som har samma virde vid r’ som f har vid r.
Formellt har vi alltsa foljande samband:

Js (r') =fr) (1L.2)

Viantar att inversen till operatorn § existerar sa att vi kan
skriva r = §-1 . Kombinerat med I1.2 ger detta oss

fs (@@ =S (IL.3)




Detta uttryck tillhandahaller féljande formella definition
av vad vi menar med att operera pd en funktion med en
symmetrioperator:

SAr) = f5(r) = (S 1) (IL4)

Vanligen existerar inget speciellt samband mellan funk-
tionerna Sfoch f, men ibland kan man finna ett, och man
siger dd att funktionen 4r symmetriadapterad. Med
hjilp av gruppteorin kan man konstruera funktioner
som dr anpassade till en viss typ av symmetri. Det ir
ocksa moijligt att konstruera en godtycklig funktion som
en linjirkombination av symmetriadapterade kompo-
nenter. Vi illustrerar dessa begrepp och samband med
ett par exempel.

I1.2 Inversionsoperatorn
Inversion 7 byter r mot -r. Formellt skriver vi detta

i(r)=-r (IL5)
Z Z
1 °® r —
y y
X Ir X

Invertering tva ganger betyder att vi dr tillbaka i start-
punkten, som vi ldtt inser pd féljande sitt:

2r=iin=i(-n=-(r=r (IL.6)
En godtycklig funktion fr) kan skrivas:

£0) = @)+ =0} + @) - 0= f )+ ) 117

Uppgift: Visa det.

For att undersdka hur f; och f transformeras under
inversion skriver vi om dem lite. Vi borjar med funk-
tionen f,, som kan skrivas:

i) ={f(r)+ f(-r)} = %{ f(r)+if(r)} = %{1 +i}f(r)  (L8)

10



Harav fis att

if(r) =f.(r) (IL.9)

vilket betyder att funktionen f,(r) dr jimn under inver-
sion.

Uppgift: Visa detta samband.

Funktionen f kan skrivas:

1) = L) = )} = A7) -0} = {1 - )

Harav fis att

if(r) = () (IL11)

vilket betyder att funktionen f(r) dr udda under inver-
sion.

Uppgift: Visa detta samband.

De tvi funktionerna f, (r) och f(r) sdgs vara symmetri-
adapterade under inversion.

Invertering tva ganger betyder som vi sett att vi kommer
tillbaka till startpunkten. Den egenskapen medfor att vi
kan dra intressanta slutsatser om operatorerna
1 .
P =5{1i1} (11.12)

For dessa kan vi skriva de tre sambanden

P2 = i{1 FiM14i)= %{1 +i} =P, (13

Pl %{1 ~i}{1-i}= %{l—i} =P aw1b)

P,P.=P P =0 (I1.13¢)

Uppgift: Genomfér de ndédvindiga operationerna for
att visa sambanden.

11
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P, och P ir vad som kallas inb6rdes uteslutande projek-
tionsoperatorer. Dessa operatorer satisfierar ocksa en
upplosning av identitetsoperatorn 1 genom

P, +P =1 (I1.14)

Vi kan genom detta hirleda sambandet 11.6 pd foljande
satt:

fO) =1 () = (P + P} () = fu(R)+ /() (qp 15

Uppsplittringen vi gbr hir kan géras f6r en godtyck-
lig funktion /£ Vi kan saledes sdga att projektionsope-
ratorerna P, och P_ splittrar det totala rummet i tva
underrum som ér stabila pd grund av sambanden 11.13a
och I1.13b.

I1.3 Permutationsoperatorn
For en tvaelektronvdgfunktion f{r;,r,) dr permutations-
operatorn P, som permuterar r; och r, av stort intresse.
Funktionen dr limplig f6r att exempelvis beskriva elek-
troniska tillstindet hos en heliumatom, som visas sche-
matiskt i figuren nedan. Dess verkan dr

B fr,m) = f(r,1y) (I1.16)

ry

Py

rn

Det existerar inte med nédvindighet ett samband mellan
fx1,15) och flr,,r)), men pa liknande sdtt som ovan kan vi
skriva en godtycklig funktion som en summa av en sym-
metrisk och en antisymmetrisk funktion. For enkelhets
skull skriver vi f{ry,r,) = f(1,2) etc. och far dé

70.2)= {12+ FRD}+ 2{70.2) - 2} = 50,2)+ f4(12) (L17)

Eftersom det giller att

B3 £(1.2) = Ra{Ry f(1.2)} = Ry f(2.1) = £(1,2) (L18)

12



tor varje funktion f'sa kan vi skriva operatorsambandet

2 _
A =1 (IL19)

Diirfor satisfierar de nya projektionsoperatorerna O och
O, definierade av

1 1
Os=Z{l*+Fa} och Op=3{1-R,} (120)

féljande samband
03=05 och 0%=0,
OSOA = OAOS =0
Os+04 =1

(11.21)

Tvakomponentfunktionerna i 11.17 genereras nu siledes
av dessa operatorer enligt:

OSf(l,z)=fs(l,z):%{f(1’2)+f(2,1)} (11.22)
0aF(1.2)= £4(12) = S {f(1.2) - (2.1}

Vi kan som exempel erinra oss nigra vigfunktioner for
exciterade tillstind i heliumatomen (Atom- och molekyl-
fysik MN1 samt Atomfysik MN2). Lat oss betrakta dem
som svarar mot tillstinden 1s 25 13S. Till grund ligger en
rumsfunktion i form av en produkt y; = ¢;,(1) ¢,,2),
dir ¢;,(1) representerar ¢;,(r;) och analogt for ¢,,(2).
Permuterar vi r; och r, genom operationen P,y fir
vi en ny vigfunktion W, = ¢1,(2) ¢,(1), som ger exakt
samma energiegenvirde som . Det finns inget uppen-
bart samband mellan y; och y, annat dn att vi anvint
samma viteliknande orbitaler i bagge fallen. Men vi ska-
pade tidigare ett sadant samband genom att bilda lin-
jarkombinationer av dem enligt féljande monster.

v, = %{%(l)%(z) +,,(2)8,, ()}

1
V= E{‘Pls(l)%x(z) - ¢1.\'(2)¢2s(1)}

Dessa vagfunktioner ger med den ostérda hamilton-
operatorn, dir vi utelimnat elektron-elektronvixelver-
kan, dter exakt samma energiegenvirden som de enskilda
funktionerna. Men om vi applicerar denna vixelverkan i
form av en storning, 1/7),, fir vi tvd olika egenvirden

E=E’+J+K

13



dir | kallas Coulombintegralen och K kallas utbytesin-
tegralen. Minustecknet i energin idr kopplat till Wy och
plustecknet dr kopplat till yS. Genom Pauliprincipen
kunde vi vidare associera Y- med ett tripplettillstind,
38, och W9 med ett singlettillstind !S. P4 detta vis erhills
tillstind som ger mycket god Overensstimmelse med
experimentella resultat. Vi motiverade dd bildandet av
linjairkombinationer av vagfunktionerna med ett jim-
stilldhetskrav for elektronerna. Som vi nu sett kan detta
krav matematiskt formuleras som ett symmetrikrav pa
vagtunktionen.

I1.4 Uppgifter
1. Bestdm f, och f da funktionen fr) dr lika med:

a)l b)r co)x/r d)xz

. sinx siny sinz
e) £(r)= +—+
X v z

2. Berikna f6ljande normerings- och 6verlappsintegraler,
Ny respektive S, under forutsittning att funktionen f{r)
ar normerad.

N, =[] av
S = [£(e)f (r)dv

3. Visaatt f; och f,1ekvation I1.17 dr symmetrisk respek-
tive antisymmetrisk vid utbyte av r; och r,.

4. Berikna f; och £, £6r f6ljande fall:
a) f1,2) = 0(r) d(ry  b) AL2) = d(r)) (1)
) (1,2) = [1+r,] d(t;) d(rp) dir rjp = |1y - 15

5. Verifiera ekv. 11.21

14



III. Nagra gruppteoretiska
begrepp

II1.1 Grupp

Gruppteorin utvecklades under slutet av 1700-talet och
bérjan av 1800-talet ur studier av l6sningar till alge-
braiska ekvationer, som kan skrivas pa formen P(x) = 4,
+ apx + a® + ... ax” = 0. Négra av forgrundsgestal-
terna i detta arbete var Joseph Lagrange (1736 - 1813),
Paolo Ruffini (1765 - 1822), Carl Friedrich Gauss (1777
- 1855), Niels Henrik Abel (1802 - 1829) och Evariste
Galois (1811 — 1832).

En grupp dr en uppsittning element med en viss struk-
tur. I vart fall, som édger tillimpning inom kvantmeka-
niken, kommer elementen att bestd av operatorer. Forst
av allt beh6vs en anvindbar definition av en lag som
bestimmer hur elementen skall verka inbordes; vi kallar
det en multiplikationsregel cller kompositionsregel.
Den grundliggande regeln ir helt enkelt att lita opera-
torerna verka en efter en i den ordning de stir uppskriv-
na. Négra viktiga samband kan da skrivas som f6ljer:

s f)=f(sT'r): sar(0)=f(s3'r);
()= 515,/ (0) = 1 £(53'r) = s1(r) = (57 ') =
= f(sz_lsl_lr) = f[(sm )_lr] = f(S_lr)

I allminhet giller att s; 5, #5, 5.

II1.2 Gruppostulat
Gruppens multiplikationsregel skall satisfiera fyra grup-
postulat som ir:

1. Uppsittningen dr sluten under multiplikation, vilket
betyder att om @ och & ir element sd dr ocksa ab liksom
ba element.

2. Den associativa lagen giller sa att: (ab)c = a(be).

3. F'or varje grupp finns ett identitetselement e, sd att
ae = a for alla element # i gruppen.
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delomrade av matematiken
som behandlar definition,
egenskaper och anvindning;
Ett sidant omrade dr grupp-
teorin.
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4. For vatje element « finns i gruppen en invers a'!
sadant att @ a1 = e.

Att identitetsoperatorn maste inga i gruppen inser vi litt
genom att utféra exempelvis tva successiva C,-operatio-
ner (se kap 1.4), vilka aterfér en molekyl 1 ursprungsliget
dvs C,C, = E. Ett krav f6r en grupp ir ju att tva succes-
siva operationer ocksd skall vara ett symmetrielement.

Den bindra operationen, “multiplikationen”, ordnar
Abelska grupper har uppkal- saledes till varje par av element, ab, 1 gruppen G ett tredje
lats efter Nicls Henrik Abel ¢lement, ¢ som tillhér gruppen. Produkten av & och 4
(1802 - 1829) fran Norge. skrivs ab eller a*h. Man kallar grupper som innehéller
ett dndligt antal element g f6r dndliga, och g sdgs utgdra
ordningen for gruppen. Om gruppmultiplikationen dr
kommutativ sa att ab = ba sigs gruppen vara Abelsk.

Elementen i gruppen ér inbdrdes relaterade pa ett sitt
som bestims av gruppens, G, multiplikationstabell.
De enskilda elementen placeras pa Gversta raden och
i kolumnen lingst till vinster medan mellanliggande
matris visar multiplicerade element.

G e a b c d

e e a b c d

(I11.2)

Vi demonstrerar nu dessa grundliggande begrepp med
en undersékning av element for tva olika grupper, som
vi kallar G5, respektive S5. Gruppen Cj,, dr tillimpbar pé
system som innehaller en liksidig triangel, som visas i
figuren nedan. Gruppen har sex stycken element, som
betecknas ¢, Cs, G52, G, G5, G3. Identitetselementet kal-
las ¢, C, star f6r rotation omkring en vertikal axel med en
vinkel 360/# grader, och o, star for spegling i tre (7 = 1,
2, 3) vertikala spegelplan, som innehdller huvudaxeln f6r

16



rotation av molekylen. Operatorn C32 betyder att den
120-gradiga rotationen gérs tva ginger. Tva operatorer
tor G5, visas 1 nedanstiaende figur.

3 2
C3A :A
1 2 3 1

Rotation C; omkring huvudaxeln som gar genom triang-
elns centrum och vinkelritt mot dess plan.

(I1L.3)

1 1
3.\-(
O] ¢ —
3 2 2 3

Spegelplanet och objektet
Spegelplanet o, innehaller atom 1 och huvudrotations- 1 perspektiv.

axeln.

Den fullstindiga gruppmultiplikationstabellen fér Cj,
visas 1 figuren nedan.

Csy E Gy G, ’ 0 ) 03
E E C C32 o} o, O,
Csy C C32 E 0, 03 o
C32 C32 E Cy O3 (o7} o))
o O O3 ) E c;’ G
) o) oy 03 G E '
lop) O3 o o] C32 Cs E
(LIL4)

Uppgift: Utred om C;,-gruppen med gruppmultiplika-
tionstabellen ovan idr Abelsk eller ej.
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(E, C3, C32);

Enkel grupp = en grupp
G som saknar icke-triviala
normala undergrupper, dvs
sidana som dr andra in G
sjdlv. och den undergrupp
som innchiller enbart det
neutrala elementet (enhets-
elementet) 1 G.

Uppgift: Visa vilka gruppelement som produkterna i
tabellen ovan svarar mot.

IT1.3 Undergrupper

En undergrupp ir en deluppsittning av element som i
sig sjdlv bildar en grupp med samma kompositionsregel
som gruppen sjilv. Varje grupp har tva triviala under-
grupper — identitetselementet och hela gruppen sjilv.
Men det kan finnas andra uppsittningar som ej kan
betraktas som triviala. Punktgruppen Cj, har foljande
tyra icke-triviala undergrupper:

(E, o1); (E, 02); (E,03) (LIL5)

Vi skall se ytterligare ett exempel pa en undergrupp i
avsnitt I11.8, som behandlar permutationsgruppen S.

ITI.4 Normala undergrupper
En undergrupp H till huvudgruppen G ir normal, eller
invariant, om foljande giller f6r alla element v 1 G

aHa''=H (I11.6)
Detta ir ett sammanfattande sitt att siga att det fOr ett
givet element « finns tvd element i H, vi kallar dem 4 och
i, £61 vilka det giller att

ah’la=h’ (I1L.7)

Alternativt kan man forstds skriva detta for ekvation
111.6

aH = Ha (IIL8)

Uppgift: Visa det.

En normal undergrupp kommuterar som en helhet med
alla element i huvudgruppen. Undergruppen (¢, C5, C52)
ar normal men det dr inte de tre undergrupperna (¢, G)),
i=1,2,3.

18



IT1.5 Konjugerade klasser
Ett element som skrivs

tat’! (I1L.9)
ir konjugerat med avseende pid elementet 7z Nir «
hills oférindrat och 7 gir genom hela gruppen genere-
ras en undermingd av gruppen som kallas klassen
av a. En klass dr inte i allminhet en undergrupp.
Konjugeringsrelationen I11.9 bestimmer en uppldsning
av gruppen 1 skilda klasser. Klasserna (C) f6r C;, ir
foljande tre:

Ci: [E] C>:[C3,C32]  C3: 0], 02, 03]
(I11.10)

Klasserna for gruppen S5 ir:

Ci: [E] Co: [(123), (132)] C3: [(12), (23), (31)]

(I1L.11)

Foljande tabell illustrerar sambandet for C;, déir det
framgar att ndr C; halls oférdndrad skapas tvéd element,
C; och G52, som bildar en klass. Spegelplanen dr numre-
rade som i figuren nedan.
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E E o |

G |6 o g
SR S N =S
v(a) VG) Gy C32

Om vi liter a vara C; fir vi alltid tillbaka C; eller G52
Dessa element ar lika varandra men olika E och 6,0.
Uttrycket zar! kallas dirfor en similaritetstransforma-
tion. Elementen Cj eller C32 bildar en klass medan alla
o, bildar en annan klass.

Uppgift: Visa i en liknande tabell att om man viljer @ =
o, si kommer fat -1 att vara nigon 6,0 (7 = 1, 2, 3).

ITI.6 Bimingd (eng. Coset)

Bimingder till vinster (hdger) f6r en undergrupp H till
gruppen G har formen aH (Ha). Gruppen G splittras i
skilda mingder av element genom begreppet biming-

der

G =(H, aH, bH,...) (I11.12)

For en normal undergrupp dr bimédngder till vinster och
héger identiska. Ordningen f6r en undergrupp maste
dérfor vara en divisor av samma ordning som hela grup-
pen.

I11.7 Faktorgrupp

Om H ir en normal undergrupp till gruppen G kan vi
tinka oss bimidngder H = ¢H, aH, bH, .... som element i
gruppen. Det dr en god Svning att visa att de fyra grup-
postulaten ir satisfierade nir vi med gruppmultiplicering
menar att vi kombinerar alla (ordinarie) gruppelement
i de olika bimidngderna men ridknar identiska element
endast en ging. Vi far till exempel:
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allbH = abHH = abH (II1.13)

Gruppen som bestar av bimingderna H, aH, bH, .... kal-
las faktorgruppen och betecknas G/H. Eftersom ord-
ningen med nédvindighet 4r ligre 4n ordningen f6r G
sjalv dr faktorgruppen av betydelse f6r undersékning av
komplicerade grupper. Lit oss ater betrakta Cs, som ett
exempel. Den enda normala undergruppen ér Cj, som
bestir av elementen E, C;, C32. Ur multiplikationstabel-
len finner vi den enda bimdngden:

(I11.14)
[01, 02, 03] = 01C3 = 02C3 = 63C3

Var och en av de tre reflektionerna 6, kan sdledes tjina
som representant for en bimingd. Multiplikationstabellen
for faktorgruppen C;,/C; ir siledes

C3y/C3 G 01C

Cs G 01C3 (IIL15)

01C3 01C; Cj3

I1I.8 Mer om permutationsgruppen S(3)
Permutationsgrupper édr kanske inte av primirt intresse
tor molekyl- eller kristallfysiken, men de illustrerar vil
tankegangarna inom gruppteorin och har en direkt an-
knytning till gruppteorins utveckling, Nir Galois under
1800-talets forsta del studerade 16sningar till algebraiska
ekvationer fann han, att man till varje ekvation kan
ordna en permutationsgrupp, som speglar ekvationens
symmetriegenskaper. Dessa grupper har dirfér kommit
att kallas Galoisgrupper. Antalet objekt # anges med
sitt virde inom parentes efter §. Vi skall sdledes studera
en mingd med tre objekt.

Allmint giller att elementen i gruppen ir permutationer,
som byter plats pd objekten i den givna mingden i en
bestimd angiven ordning. “Produkten” av tvd element
a och b, a*b, erhalls genom att lita elementen verka pa
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objekten i den ordning de stir. Om mingden kallas M
kan vi skriva detta.

(@HM = a(bM)y = aM’ = M (111.16)

Vi dndrar saledes hir ordningen mellan objekten i M tvé
ganger. Lat oss, for att dndéd ha en anknytning till mole-
kylfysiken, betrakta var tidigare inf6rda liksidiga triangel,
i vars tre horn vi nu dessutom placerar en viteatom, som
vi numrerar som i figuren nedan. Dessa tre viteatomer
bildar objekten i var mingd. Vi skriver dem H1, H2, H3.
Antalet permutationer av # objekt dr #l. Eftersom i vart
exempel # = 3 far vi sex olika permutationer f6r dessa
objekt. De kan skrivas pé féljande sitt:

HI1,H2,H3 H2,H1,H3 H3,H1,H2
H1,H3,H2 H2,H3,H1 H3,H2,H1
Antalet element i gruppen ér lika med antalet permuta-
tioner dvs 1 vart exempel sex stycken. De ir:
1), (12), (13), (23), (123), (132) (II1.17)
Det forsta elementet, (1), dr identitetselementet, som
limnar systemet oféridndrat. Lat oss utgd frin ordning-
en HI,H2H3 och se de Ovriga elementens verkan.
Elementet (12) byter plats pa pa H1 och H2. Vi kan
skriva detta: (12)(H1,H2,H3) = (H2,H1,H3). Tabellen
nedan ger en sammanstillning av alla resultat av enskilda
elements inverkan pa objekten H1,H2,H3.
Element Resultat Kommentar
(1) H1,H2,H3 Ingen dndring
(12) H2,H1,H3 Ett gar till 2 och 2 till |
(13) H3,H2,H1 Ett gar till 3 och 3 till 1
(23) HI1,H3,H2 Ett dr kvar, 2 gar till 3 och 3 till 2
(123) H3,HI1,H2 Ett gar till 2, 2 gar till 3 och 3 till 1
(132) H2,H3,HI Ett gar till 3, 3 gér ull 2 och 2 till |

Hir kdnner vi som vintat igen alla permutationer fran
tabellen ovan (som vi gjorde intuitivt).

Inverkan av exempelvis produkten (123)*(132) blir
torstas:
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(123)%(132) (H1,H2,H3) = (123) (H2,H3H1) =
(H1,H2,H3)
(IIL18)

Uppenbarligen dr (132) inversen till (123).
Ur analoga undersékningar av alla kombinationer av

permutationer kan vi litt stilla upp féljande “multiplika-
tionstabell” f6r S5-gruppen.

S3_wl 123 |a32) a2 (a3 [@3)
(H (H (123) (d32) 1d2) [(13) (23)
(123) {la23) [a32) | o) @3 a2 a3
132 faz [ |a23) a3y @3 |a2
12y a2 [a23) @3 |1 (a3 |32
a3 a3y (@3 a2y a3 | (123)
23 e |a |an a3 a3 (o)

Uppgift: Visa att denna uppstillning ir korrekt.

Om vi nu atergar till var ursprungsfigur och betraktar
exempelvis permutationen (132)*(12) = (13) sa kan den
illustreras pa féljande vis:

(132)x[H1 H2 H3| = [H2 H3 HI]|

(12)H2 H3 H1| =[H3H2HI| = (13)x[HI H2 H3]|

Den inramade delen i multiplikationstabellen bildar en
delmingd av alla sex permutationer. Denna delmingd, 3
element, uppfyller ocksa axiomen fér denna grupp och
utg6r dirmed en undergrupp till 5(3).

Uppgift: Visa att [(1), (123), (132)] utgér en undergrupp
till S(3).

Uppgift: Visa att [(1), (12)] utgdr en undergrupp till
S@3).

23




Man har som vi sett ovan infért ett tal for varje under-
grupp H till G. Detta tal tal kallas H:s index i G, och
det definieras som kvoten mellan ordningen av G och
ordningen av H. Ordningen ir lika med antalet element
i gruppen och f6r undergruppen [(1), (123), (132)] blir
dirfor kvoten G/H = 6/3 = 2. For undergruppen [(1),
(12)] blir kvoten G/H = 6/2 = 3.

I11.9 Uppgifter

1

a) Verifiera gruppostulaten fér grupperna Cj, och S5.
b) Identifiera inversen till varje element.

2. Skriv om gruppmultiplikationstabellen fér C;, sa att

clementen “ovanfér linjen" 4r inversen till dem som
“star till vinster™:

el gl gl gl

w

o0 o

Vad kan sdgas om strukturen fér denna gruppmulti-
plikationstabell?

3. Varfér dr inte (E, 6,) en normal undergrupp till C5,2

4.

a) Visa att de fyra komplexa talen 1, 7 -1, -7 bildar en
grupp under vanlig multiplikation.

b) Konstruera gruppmultiplikationstabellen.

c) Har denna grupp ndgra undergrupper?

d) Om den har det, dr nidgon av dem normal?

5. Konstruera klasserna till §5 i explicit form.

6. Vad hinder om vi férséker konstruera en faktorgrupp
utgaende fran en undergrupp som inte dr normal?
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I'V. Avbildning och
representationer

IV.1 Avbildning

Konstruktionen av en faktorgrupp ir ett exempel pa sa
kallad avbildning frin en grupp till en annan. Figuren
nedan visar schematiskt de grundliggande tankeging-
arna for denna process.

flo)

I allminhet dr utgangsbilden A avbildad till bilden B.
Matematiskt skrivs detta; /' (A) = B. "Avbildning pa" dr
ett specialfall av detta. En avbildning dr ocksa vanligen
en manga-till-en-process; manga element i .4 svarar mot
ett element i B. Nir / (4) = B kan vi emellertid ha spe-
cialfallet med en-till-en-avbildning, Inversen till avbild-
ning existerar ocksa sa att B — A.

IV.2 Homo- och isomorfism

Inom gruppteorin dr de mest intressanta avbildningarna
de som bevarar gruppstrukturen. Nir .4 och B idr grup-
per med olika kompositionsregler ab och fa)f(b) ir det
inte nédvindigt att fab) = fa)f(b). Men om likhet giller
kallas avbildningen “homomorfism” och betecknas ~ -
Féljande figur illustrerar dessa begrepp.

Gruppstrukturen ir siledes bevarad om

fla) fla") = flaa") (IV.1)
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i planet eller rummet.



tor alla element @ och 1 A. Om avbildningen ocksa
ar en-till-en sd har vi det som kallas isomorfism som
betecknas = .

A f B
a,a,a",.. > fla), fa'), ....
Komposition
1
aa',aa", ... > )‘(a)}"(a)
faa))
Avbildning

Ett exempel pa isomorfism dr avbildningen av C, pa S5
— jimfor de tvd multiplikationstabellerna — enligt f6l-
jande schema:

e ();  Co(123); Co(132)
(IV.2)
01 (23); 0, 0(13); o3 (12)

IV.3 Gruppalgebra

I en grupp finns endast en operation (kompositions-
regel) — den gar under beteckningen multiplikation. Vi
arbetar ofta med linjdra kombinationer av gruppelement
sasom till exempel projektionsoperatorerna (144)/2 och
(1£ Py,)/2. Sddana objekt ir inte element i gruppen utan
de tillhor arsenalen i den sa kallade gruppalgebran. Om
vi saledes har en grupp G med en mingd element g, g,
235 &» ... 54 Innehaller gruppalgebran alla linjairkombina-
tioner av typen

101+ 8202 + 3003 + g404 +....... +g€n0n IV.3)

dir a; dr komplexa tal.

IV.4 Stabila underrum

Nir ett gruppelement g verkar pd elementen som bygger
upp ett underrum IV till gruppalgebran blir resultatet
antingen att de resulterande elementen fortfarande till-
hér underrummet W eller att nagra av dem eller inga
alls gor det. Om f6r alla element g hos gruppen G alla
element g tillhér IV sdgs detta underrum vara stabilt
inom gruppen.
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Om elementen

X = (X1, X2, X3, ... Xp) (IV.4)

bildar en bas fér underrummet W, dvs om varje ele-
ment i W kan utvecklas i X, betyder stabiliteten att vi
kan skriva

f
8Xp =Y X Tp(g) k=12...f (V5)
=1
Dessa samband kan skrivas helt kort i matrisform pa f6l-
jande sitt:

§X =XT(g) (IV.6)

Matrisen har da det kinda utseendet:

Ti(e) Tia(g) Tis(e) - Tig(e)]
oi(g) Taole) Tas(s) - Tarle)
I31(8) Taa(g) Tasle) - Tuap(e)| avy

_Ff1.(8) 1"f‘z‘.(g) Ff;kg) Fﬁ:tg)_

IV.5 Representation
Ovanstiende matris representerar gruppelementet g i
underrummet V.

Med anvindning av IV.6 £6r produkten gh = £ far vi:

ghX = gXT'(h) = XT(g)T'(h)
Vs
ghX = kX=XT(k) = XT'(gh)

Eftersom baselementen X, definitionsmassigt dr linjirt
oberoende medfor detta att:

(g) I'(h) = T'(gh) (IV.9)

Det betyder att vi har funnit en avbildning av gruppen
G = (g1, 2, &3, - 8,) P4 en uppsittning matriser I'(g), 7 =
1, 2, 3, ..., n, som bevarar gruppstrukturen. Med andra
ord bildar dessa matriser en grupp under matrismulti-
plikation, och likheten gh = & medfér att I'(g)I'(4) = I'().
Dessa matriser bildar en representation fér gruppen pa
ett sitt som dar konformt med den allminna definitionen
tor en representation.
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Definition av representation

Sparet = Tr (trace)

Tr I(g)

TrTy(g

En representation 4r en homomorf avbildning
generellt sett pa en grupp av matriser.

Det kan noteras att en bas inte behéver vara unik. Vi kan
alltid transformera basen till en annan med hjilp av en
icke-singuldr matris.

Y =Xa X=Yo! (IV.10)

Dirfér dr inte heller uppsittningen av matriser I'(¢) unik.
Med anvindning av (IV.10) fér vi

gX=XT,(g); gY=YTI(g) (IV.11a)
gY =gXa=XT(g)a= Yo 'T,(g)o (IV.11b)
sd att

Iy(¢)= o', () (IV.12)

Uppgift: Visa detta uttryck.

IV.6 Karaktirer

Karaktiren dr sparet fOr en representationsmatris, som
kan skrivas:

f
2(g)=TrT(g)= Y Tik(g) (IV.13)
k=1

Ett spér dr oberoende av basen (annars vore det inte sir-
skilt anvindbart!). Med hjilp av (IV.12) fir vi féljande
samband:

)=T| o 'y ()| = T @™ 'T ()] = Tr T (6) (rvingy

Vidare giller f6r en given representation att karaktiren
for tva element dr identisk om de tillhér samma klass.

Arer!) = Tem (1) = Tr[ F(t)T(g)F(t_l)] - Tr[r(f‘ Jr() T(g)] -

(IV.15)

= Tr[r(zt")l“(g)] =TrT(g)= x(2)

Vi kan ocksd litt visa att karaktiren for identitetsele-
mentet dr lika med dimensionen for representationen.
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x(e)=TrT(e)=Trl=f IV.16)

Exempel:

Ange en tvi-dimensionell representation f6r Cj, (liksidig
triangel).

Birarrummet (ay, a,) visas i figuren. Elementen f6r grup-
pen C;, transformerar dessa vektorer till en linjirkombi-
nation av dem sjilva. Motsvarande koefficienter ges av
transformationsmatriserna, som visas nedan.

Vi utgar fran det allméinna uttrycket:
2
ga; = > a;T(g)
j=l

och fir representationsmatriserna

Identitet:

ol )

Rotation:

Cafmr2) = a1.82)P(C2) = (g -az) > ()= |

-1 1
Ci(ay.az) = (-a; —ag.a)) = (C3 ) = {_1 0}

Kontroll av C; och C;2:

F(c3)2:[:1 (]J:r(c%); r(G)r(ci)=1



Spegling:

oy(aj,ay)=(a,—a; —a,) = [(o}) :{(1) :ﬂ

(-1 0
0'2(31,32)2(—31—az,az)ﬁr(dz): 1 l:]

0 1
10

o3 (ar.a2)=(as.a;) = I'(03) :[

Kontroll av c; :

A ) i

[(0y)T(02) =T(03); T(02)T(07)= F(sz)

Matriserna multipliceras saledes som elementen i multi-
plikationstabellen. Féljande karaktirer erhalls:

2(0)=2; 2(C3)=—1: (3 ) ==1; 2(01) = 0: x(02) = 0; #(03) =0

Uppgift: Konstruera den tvi-dimensionella representa-
tionen till C5,, som erhills med ortogonala basvektorer.
Kontrollera att karaktirerna dr oférindrade. Konstruera
dven den explicita transformationen mellan de tva repre-
sentationerna.

IV.7 Reducerbarhet

Ett stabilt underrum till gruppalgebran ir reducerbart
om det innehaller ett icke-trivialt underrum (skilt fran
hela rummet eller nollelementet), som 4r stabilt under
gruppen. Om detta inte giller dr underrummet irredu-
cibelt. Termerna reducibel och icke-reducibel giller
ocksa for motsvarande representationer.

Om W ir reducibel finns ett limpligt underrum W av W/
sadant att I dr stabilt under G. Vi kan inf6ra basen

Y' =1[A}1, Ay, ... Afq] (IV.17)
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i 7 och komplettera den med element /- f; sd att vi kan
skriva

=[A1, A2, s AfL, Afl+1s - Af] (IV.18)

som bildar en bas 1 7. D4 giller att

(IV.19)

Sambanden betyder att representationsmatriserna har
toljande reducerade form

I'(g)= [F“ég ) Ezg ﬂ (1V.20)

Nu utfdr vi matrismultiplikationen I'(¢) I'(h) = I'(gh) pa
toljande sitt:

Ni(g) Tia(e) r“(h) Ty5(h) i
0 Tnfe) Ty (h)
_|Tin(8)Tui () rll(g)rlz(h)+ 12
0 T22(8)22(

(IV.21)
(8)T22(h)
h)

och far av detta

i@ ') =Ti(gh)
(IV.22)

['11(g) Tia(h) + Tia(g) Taa(h) = Tia(gh)

I2(g) Ta2(h) = Tao(gh)

Uppenbarligen bildar bigge uppsittningarna av matriser,
I'y1(9) och I'55(9), representationer £6r gruppen. I allmin-
het dr dock rummet “(I - W)” inte stabilt under G,
vilket man kan forsta av sambandet (IV.19). Om det
ursprungliga rummet I kan splittras i tva stabila under-
rum kan emellertid W och dess associerade representa-
tioner brytas ned. Man kan bevisa (det kallas Maschkes
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teorem) att varje representation fér en dndlig grupp
ocksa dr nedbrytningsbar. Med andra ord, fér en given
reducibel representation kan alltid en similaritetstrans-
formation pa formen (IV.12) aterfinnas, som dndrar
matriserna till blockdiagonal form. Dessa matriser har
toljande utseende:

V) o 0 . 0 |
0 TP o . 0
0 0o 1% .. o (IV.23)

0 0 0 .. T"(g)

Dessa matriser giller for alla element g tillhoriga grup-
pen G.

Man kan ocksé visa (Schur-Auerbachs teorem) att varje
representation av en dndlig grupp dr ekvivalent med en
unitir representation. Det innebir att det for alla gi G
giller att

T(gy! =T(g)* (IV.24)

IV.8 Ortogonalitetsrelationer

Ett av de viktigaste teoremen i gruppteorin dr Schurs
lemma. Vi gar inte igenom det men ger de mest anvind-
bara slutsatserna av detta teorem gillande grundldggande
ortogonalitetssamband fér irreducibla representationer.

Tvi irreducibla representationer I'® och T'® kan vi
skriva pé foljande sitt:

T@:  T@(gy), [(g),..nrre, [(@(gy)
T®: T®)(g)), [BX(g)),......., [BNgy)

For en grupp med ordningen # giller dd

(IV.25)

1 _ 1
;Zflﬁ,‘ii)(g)nﬁf’(sg 1)=f—a§“ﬁ5kll“,§%)(s) (IV.26)

8

Eftersom I'@(¢) = 1 av ordningen f* fis for specialfallet
med s = ¢

IS @ B ,~1)_ L coB
n%rkm (g)rnl (g )_f_a5 6k16nm (IV.27)
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Hir idr dimensionen av I' = & medan symbolen d%P ir
lika med noll om I'® och I'B 4r inekvivalenta och lika med
ett om de 4r identiska.

Om vi nu sitter &£ = » och #» = / och summerar over £
och /far vi frin IV.26b att

r“ P
LY X | (e |- S0 2P (s =
=1 g

g | k=1

1 * 1
zgzxa(g)lﬁ(g) =f—a5“ﬁ25k151k = 5%
g Kl

IV.9 Reduktion av en representation

Som vi sett dr det alltid mojligt att finna en similaritets-
transformation som Gverfor representationen till block-
diagonal form (IV.23). Vivet dirfér att f6ljande samband
giller:

Trl(g)=x(g)= X va x*(8)  (v29)

Hir dr I' den reducibla representationen som innehiéller
den irreducibla representationen I'* ett antal ganger lika
med Vv,,. Virdena pa v, kan erhallas genom att kombi-
nera IV.28 och 1V.29:

(IV.28)

Y2 = S D@2 (¢ )= avao
x 4

Enligt ett annat teorem ér ett nédvindigt och tillrickligt
villkor for att en representation skall vara irreducibel att
dess karaktirer satisfierar relationen

1 -1\ _ V.31
nzg‘,x(g)x(g )=1 (V31)

Vi kan litt verifiera sambandet f6r karaktirerna i G,
gruppen, som ses 1 nedanstdende karaktirstabell. Har
ir varje element sin egen invers, si proceduren édr enkel.
Resultatet dr lika med ett for alla rader sa representa-
tionerna dr verkligen irreducibla.
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-1 1 -1

p—
1
—
1
—
—_— = = —

-1 -1 1

C

IV.10 Karaktarstabell

Eftersom karaktirerna r karaktiristiska for klasserna (cf.
IV.15) existerar en karaktir per klass. Antalet irreducibla
representationer for en grupp ér lika med antal klasser 1
gruppen (ej ett trivialt teorem), vilket betyder att karak-
tirerna av de irreducibla representationerna kan arrange-
ras 1 form av en kvadrat som visas i figuren nedan.

En enkel beskrivning av bestimningen av karaktdrstabel-
len f6r en grupp kan aterfinnas i diverse textbdcker och
givetvis i alla bécker som handlar om gruppteori i nigon
mening;

G, G

X*(C)) XMCy) xX*(Cz)

xBcy xB(Cy) wBcy)

(IV.32)

IV.11 Projektions- och skiftoperatorer
Karaktirstabellen och (IV.30) dr de nddvindiga red-
skapen for att identifiera de olika symmetrikomponen-
ternaien given representation, dvs i en given uppsittning
av funktioner. Fér att erhélla de explicita symmetriadap-
terade funktionerna behéver vi emellertid projektions-
operatorer

[24

I\

o
Bon =

o -1
N %ka(g)g (IV.33)

Dessa operatorer ir element som ingér i gruppalgebran
(cf.(IV.3)) — de ir linjairkombinationer av gruppelement

34



med koefficienter frin de matriselement av en bestimd
irreducibel representation, som utmirks med ligre index
iP.

Med hjilp av det elementira ortogonalitetssambandet
(IV.26) far vi

p_1r~ f _
Pkanl_ Zrkm 'n—2

= i_éaﬁ 5kl z nm _1 = 50(/3 6kl Pnor(n

Denna relation férklarar namnet skiftoperator (jfr.
stegoperatorerna L, och L_ i teorin fér impulsmo-
ment).

For “diagonala operatorer” ger sambandet (IV.34) fol-
jande resultat:

PEPP =57 5, PY (1V35)

Dessa diagonala operatorer dr uppenbarligen inbérdes
ortogonala.

For en dndlig grupp av unitidra operatorer fas (om repre-
sentationen 4r unitar)

() =L S (o) £ = LS (e o=
8 8

Fér specialfallet med 7 = &£ medfor detta att operatorerna
ir Hermitska:

(Pt = Py IV.37)

Nir diagonala operatorer summeras 6ver deras bigge
index erhdller vi tll slut identitetsoperatorn sisom

féljer'
f oe
DN kZ—Zf ZZFkk
o k=1 o k=1 g
1 _ _
SN WAOPA AR WA
§ g
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(IV.34)

k

(IV.36)

=%2‘,f‘)‘2%0‘(g)g_I =
o« g

(IV.372)



Hir har vi ocksa anvint ett annat ortogonalitetssamband
— det for karaktirerna (se uppgift 5).

Detta dr det formella uttrycket for att de enda symme-
trityperna som kan férekomma inom en grupp G ir de
som dr markerade o och £.

Nir en operator av typen (1V.33) verkar pa en godtycklig
funktion far vi antingen noll eller en funktion som kan
betecknas som

fan(r) = Pkm(r)———Zka ) fgr) (v38)
g
P-operatorerna satisfierar sambandet

(04 fa o -1 fa [0 -1
S B =72ka(g)sg :—n—zrkm(fs)f =
8 g

fa (X

r* o
= 2 1—‘kl(l‘)t l—‘lm szl 1_‘lm )
t

n =1

(IV.39)

—

—_—

vilket dr det allméinna uttrycket for att en funktion inom
en grupp f,2(r) transformeras enligt kolumnen 7 av
representationen o i gruppen G:

s f km 2 f ki I_\lm (IV-40)

IV.12 Projektionsoperatorer fr

karaktirer
Vi bildar f6rst sparet av en diagonal operator (IV.33):

i o
=3 =N (e VD
g

Identitetsoperatorn kan da skrivas enkelt som
a _
20%=e (IV.42)
a

Vidare far vi fran (IV.35) sambandet

> ff
Qa Qﬁ _ ZPk% ZPI? :Qa 5aﬁ (IV.43)

k=1 =1
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Exempel:
Vi anvinder nu den tvidimensionella representationen
som vi betraktat tidigare fOr att illustrera nagra av de

inférda begreppen.

Forst anvinder vi (IV.31) £Or att visa att denna represen-
tation dr irreducibel:

1 1y 1
g%){(g)x(g 1):5[2'2+2'(—1)'(_1)+3'0‘0]:1

Sedan betraktar vi specialfallet av (IV.26) med s = ¢ och
far:

1 _ l
;%an(g) F"Z(g 1) = f_a‘aaﬁ5kl 6mn

Vi kan nu ganska litt berikna ndgra fall svarande mot
o = B, som foljer.

n=l=1: [1-1+0-(=1)+(-1)-0+1-1+(=1)-(-1)+0-0] = 1/2
I=Ln=m=2:[0-0+(=D)-(-D+1-1+(-1)-0+0- (=) +1-1]/6=1/2
Ll=2n=m=1:[1-0+0-(1)+(=1)-(-1)+1- (=) +(-1)-0+0-1]/6=0

m

k
k
k

Il

Gruppen Cj, har, som vi sett tidigare, foljande tre
klasser:

Ci: [e] ; Cy: [C3C32]; Cs: [61, 62, 03] ;

Dess tre irreducibla representationer bendmns vanligen
Ay, Ay, E. Karaktirstabellen blir:

— — = =

C3V Cl C2 C3 C3V e 2C2 3O'V
(IV.44)
Ayl 1 =la fr 1 a
A, |1 TR A, |1 T
B | 2 | o] [E | 2 I 0

Uppgift: Verifiera att dessa karaktirer satisfierar ortogo-
nalitetssambanden (IV.28) och visa med hjilp av (IV.31)
att dessa representationer verkligen dr irreducibla.
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Identitetsrepresentationen i vilken varje element i
gruppen representeras av talet 1 dr alltid den enklaste
irreducibla representationen (IR). Den irreducibla repre-
sentationen for E dr tvddimensionell, vilket medfor att
representationen sjilv, som bestar av matriser av ordning
2, inte dr unik. Ett exempel dr det vi studerat tidigare 1
avsnitt IV.5, men varje uppsittning av tvadimensionella
matriser som kan erhallas frin detta med hjilp av unitira
transformationer bildar ocksa IR betecknade E. De
unitira transformationerna skrivs formellt:

UtTU samt UTU = UUT =1

Projektionsoperatorerna for karaktirerna (IV.41) dr i
detta fall:

QAIZé[8+C3+C§+O'1+O'2+O'3]
|
QA2 :g[e+C3 +C32 —01— 09 —0'3] (IV.45)
E_Ilf, . 2
Q —3[26 C3 C3]

Det ir ofta tillrdckligt att arbeta med dessa projektions-
operatorer for karaktirerna. Om man emellertid behéver
mer generella operatorer (IV.33) dr det nédvindigt att ge
explicita matriser fOr representationerna. De som ges 1
exemplet dr inte unitira.

Uppgift: Visa det.

Representationen ir dock ekvivalent med en unitir och
kan bringas till unitir form genom féljande transforma-
tioner.

To(g) = T(g) o (IV.46)

dar

=13 g -1 1
Q_L ﬁ} o _L/@ 1/@} (IV.47)
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Detta ger

(IV.48)

Motsvarande projektions- och skiftoperatorer ir:

1 1 | )
Pi=-le-—Cy-=C} +=0)+=0 —0'}
11 3[ 73T 53 1 2703
PE——3[—C +Cy —0p+0 ]
2= 3783 1702
PE_—3[C ~C}-0,+0 ]

2057 |M TR 01T 02

1 1 1 1 1
P2E2 :—[e——C3 ——C32'-'EO'] —50'2 +O'3}
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IV.13 Ovningsuppgifter

1.

a) Verifiera att matriserna i exemplet med den liksidiga
triangeln i avsnitt 4.5 bildar representationer f6r C;,,.

b) Berikna summan av dessa sex matriser. Vad betyder
resultatet? Vad erhdlls om endast de tre matriserna som
representerar ¢, C; och C32 summeras? Vad blir summan
av de tre matriserna som representerar speglingar?

2. Visa att y(g1) = x(@*.

3. Anvind (IV.24) for att skriva ortogonalitetsrelationen
(IV.26b) i en form som innehaller g1.

4. Specialisera ortogonalitetsrelationen (1V.26a) till fallen
ddr

a) ['® dr identitetsrepresentationen.

b) I'B ir identitetsrepresentationen.

5. Ortogonalitetssambandet (IV.28) for karaktirer kan
tolkas som att olika rader i karaktdrstabellen dr ortogo-
nala. Sambandet (IV.44) visar att det ocksa rdder ortogo-
nalitet mellan olika kolumner i karaktirstabellen. Detta
ar en illustration till sambandet

o Y n
22(6) 2% ()=
o J

dir 3 (Cp) dr karaktiren hos ett element i klassen C som

innehaller totalt ¢, element. Anvind denna relation for
att visa att

Zf“x“(g)=0(omg¢e) och 1 (omg:e)
o
dir /* har dimensionen I'* [se (IV.37a)].

6. Anvind (IV.24) for att skriva operatorn (IV.33) pa en
form som inte innehaller g'!.

7. Verifiera explicit att operatorerna (IV.49) satisfierar
(IV.34).
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V. Gruppteori och
kvantmekanik

V.1 Symmetrioperatorer och

volymselement
Typiskt f6r en symmetrioperation ir att den limnar ett
volymelement for en integral oférindrat. Ett exempel
pé detta dr dv = dx dy dy nir operatorn svarar mot en
operation i en punktgrupp eller en translation. Ett annat

exempel dr dxy dx, dxs ... dxy fOr ett flerpartikelsystem
nir operationen dr en permutation av partikelkoordina-
terna.

Vi far da:

(2011802) = [ dx[201(x)" |02 (x) = [ dx gy~ x) 42 (27 'x) =
de' 01(x) @2 (x) = (0|9

Alla symmetrioperatorer som vi kommer i kontakt med
ir unitira, vilket betyder att:

VD

+ +
gg=88 =e (V.2)

Ekvation (V.1) kan dven ses som ett resultat av (V.2) 1
kombination med den sé kallade ”6ver-dnda-regeln”:

(g01]202) = (01]g"202) = (01]02)  (v3)

V.2 Gruppen for Hamiltonianen
Schrédingerekvationen ér den grund vi har att utgd fran
vid kvantmekanisk behandling av fysiska och kemiska
problem. Vi kidnner dess utseende vil:

HY, =E,Y, (V.4)

Ekvationen svarar allmint sett mot ett mangpartikel-
problem, och vi har explicita uttryck f6r Hamiltonope-
ratorn for savil atomer, molekyler som fasta imnen. Det
fullstindiga mangpartikelproblemet 4r dock vanligen
svarhanterligt pd grund av att antalet partiklar snabbt blir
stort och att differentialekvationerna kopplade. Figu-
ren nedan visar som ett exempel koordinatsamband for
littumatomens tre elektroner
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Pi grund av komplexiteten infér man girna approxi-
mationer av skilda slag. En vanlig approximation som
reducerar (V.4) till ett enelektronproblem ir inférande
av en effektiv Hamiltonoperator, A, som tilliter
Schrédingerekvationen att skrivas som

heﬂ(l)‘//v(xl) =&y Yy(x1) (V.5)

Vi kan saledes ha manga olika typer av Hamiltonianer,
och kombinationen med symmetri fir gbras for varje
enskilt fall. Vilken form vi dn anvinder f6r H beror
den pé koordinaterna for partiklarna och motsvarande
Laplaceoperator (se Physics Handbook M-9). Vi antyder
detta genom att tills vidare skriva H = H(r). Detta bety-
der inte nédvindigtvis att H dr en funktion av enbart
koordinaterna. Den kan ocksa vara en icke-lokal opera-
tor.

Vi utgir siledes i fortsittningen fran en Schrédinger-
ekvation

H(r)y(r)=Ey(r) (V.6)
och verkar pa denna med en symmetrioperator g. Med

hjilp av (I11.4) och med hinsyn till att Hamiltonianen ér
en operator kan vi skriva

-1
gH(r)=H(g'r)¢ (V7)
och vidare

gH()w(r) = H{g'r)ey(r) = Egy(r) (V8
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Harav fas

¢ 'H(g'r)ey(r) = E y(r) (V.9)

Uppgift: Visa detta samband.

Vi skriver nu
-1 -1
g H(g r)g=H(r) (V.10)
Om nu Hamiltonianen ér invariant under g giller
-1\ _
H(g™'r) = H(r) (Vi11)

Om vidare Yy dr en 19sning till Schrédingerekvationen
med egenvirdet E, sa dr funktionen gy ocksa en 16s-
ning med samma egenvirde. Symmetrioperatorerna som
satisfierar (V.11) och (V.1), och som kommuterar med
Hamiltonianen sa att

Hg=gH (V.12)

bildar gruppen fo6r denna Hamiltonian.

V.3 Simultana egenfunktioner
Kommuterande operatorer har simultana egenfunk-
tioner. Det betyder att fér varje enskilt g1 gruppen till H
ir det mojligt att finna funktioner som 4r simultana egen-
funktioner till ¢ och H. Normalt kommuterar dock inte
elementen i gruppen inbérdes, men vi kan férlita oss pa
kvantmekanikens postulat om irreducibilitet som siger:

Varje egenrymd till Hamiltonianen H dr ett béirarrum for en irre-
dncibel representation for gruppen gallande denna Hamiltonian.

Till detta foljer att dimensionerna av gruppens IR ger de
mojliga degenerationsgraderna for energinivaerna till H.
En slumpmissig degeneration kan forstas forekomma
dir olika IR svarar mot samma energi. Vi har sett ett
exempel pa detta tidigare for viteatomen, dir det dock
visade sig att den antagna gruppen i sjilva verket endast
var en undergrupp till den verkliga gruppen. Det dr dndé
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en 6ppen fraga huruvida “verklig” slumpartad degenera-
tion kan upptrida eller om man generellt skall tolka ett
sadant upptridande som en antydan om att den antagna
gruppen f6r Hamiltonianen dr for liten.

Om g dr en symmetrioperator som satisfierar (V.1, 11,
12) medfor ekvationen

Hl[/j=El[/j dar]=1,2, 3,,f (V13)
att foljande samband giller
Hgw;)=E(sv;) (Vi14)

samt
. 15
v =Y wiT(e) j=12..p P

Matriserna I'(g), ¢ = g1, &, -..., g, bildar en irreducibel
representation for gruppen till Hamiltonianen.

V.4 Egenvirdesekvationen

Vad som sagts hittills giller for exakta 16sningar till
Schrédingerekvationen. 1 praktiken saknas vanligen
sadana, si de viktigaste tillimpningarna av gruppteorin
giller faktiskt approximativa 16sningar. Om vi har en
ansatt funktion ¢ kan dock alla funktioner

Gk = B ¢ (V.16)

bildas genom anvindning av skift- och projektions-ope-
ratorer (IV.33). For varje IR finns totalt ()2 sadana funk-
tioner. Manga av dem forsvinner emellertid pa grund
av att funktionen ¢ innehéller ett begrinsat antal sym-
metrikomponenter.

Med anvindning av “6ver-dnda-regeln” kan 6verlapps-
integralen mellan tvd funktioner som i (V.10) skrivas

(08|06 ) = (PG 0| RE 0) = (9| P& P2 6) = 8P5,,,(| ¥ 0) (V17

Funktionerna kan arrangeras i matrisform pa det sitt
som visas nedan for varje IR.
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a a o
L¢fal ¢f"‘2 ¢fafa

Genom anvindning av (V.17) kan vi da dra fdljande tva
viktiga slutsatser angaende funktionerna:

1. Funktioner som tillhér olika IR dr ortogonala.
2. Inom en given IR dr funktioner i olika kolumner i

(V.18) ortogonala.

Vidare erhaller vi fran (V.12) och (IV.33) fdljande sam-
band

|H. PG, | = HRG, - PS, H=0 (V.19)

gillande for alla o, £ och 7. Dirfor kan vi ocksd erhdlla
féljande samband

(06|02 ) = (R o

R o) = (91| B, BE 6) = 695, (0|H| B 0) (v20)

Sammantagna ger oss sidledes sambanden (V.17) och
(V.20) resultatet att sckulardeterminanten kommer att
vara blockdiagonaliserad nér vi arbetar med symmetri-
adapterade funktioner. Det dr en mycket viktig férenk-
ling.

V.5 Ovningsuppgifter

1. Betrakta en molekyl X5 (exempelvis H;) med en
geometri 1 form av en liksidig triangel. Hamiltonopera-
torn f6r denna kan skrivas som en summa av fyra termer
dir den sista svarar mot kirn-kirnrepulsionen och 6vriga
tar hinsyn till elektronernas respektive kinetiska energi,
vixelverkan med kidrnorna och inbdrdes vixelverkan. Vi
sitter antalet elektroner till IN.

N 3 N N 3
1 Z 1 Z,7
H=——§Az—§ﬁ _8+_Zl+lz g<h
2 — —'n 2.5 1y 2 R
i=1 g=li=1"18 ij=1"1 g.h=1 "gh



a) Visa att limplig grupp fér denna operator i Born-
Oppenheimerapproximationen ér Cj,.

b) Vilken relation maste finnas mellan kdrnladdningarna
och antalet elektroner N?

c) Vilka degenerationsgrader kan vara méjliga fér ener-
giegenvirdena?

2. En effektiv enelektronoperator f6r detta system kan
skrivas

3

1 VA
) ==38= 328 14 (n)
g=118

dir 17,(r)) beskriver elektron-clektronvixelverkan pa
ett approximativt sitt. For att 16sa enelektronproblemet
konstruerar man forst basfunktioner som dr symmetri-

adapterade i Cj,.

a) Utgd fran tre atomdra s-orbitaler (en pd varje atom)
och anvind operatorerna P,,* for att konstruera funk-
tionerna ¢,

b) Genomfér samma procedur fér tre atomira p-orbi-
taler.

3. Anvind egenskaperna fér symmetrigruppen S5 for
att konstruera symmetriadapterade funktioner som
kan erhallas ur en allmin partikelfunktion flx, x5, x3).
Anvind resultaten for att studera féljande tre specialfall:

S(xy, x4, x3) = Ylxg) Wlxy) Ylxs)
Jxps x 9, x3) = Wlxg) Wlxy) x(xs)
SOy, x g, x3) = ylx)) @lxy) x (x3)
Sy, X9, x3) = Wlx; xy) ¥ (x3)
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VI. Symmetriadaptering

V1.1 Basfunktioner

I savil molekylberikningar som i teorin fér bandstruk-
tur arbetar man med basfunktioner som anvinds i bade
variations- och storningsrikningar. Eftersom symmet-
riadapterade funktioner dr ortogonala (V.17) och icke-
vixelverkande (V.20) dr det foérdelaktigt att forst skapa
sidana funktioner frin de givna (valda) basfunktio-
nerna.

De grundldggande redskapen har utvecklats i féregiende
kapitel och vi skall nu presentera ett mer allmant schema
for deras anvindning. Utgangspunkten dr en grupp G =
{g}, som ir karakteristisk for det system som betraktas. I
de hir kapitlet betraktar vi molekylorbitaler (enelektron-
funktioner) och gruppelementen som antas kommutera
med Hamiltonianen. Vi har till detta en uppsittning
basfunktioner, ¢;, som vi arrangerar i en rad pa foljande
sitt for att kunna arbeta med hela uppsittningen som en
enhet.

@ = (¢, 9. Bpoe.. B ] (VL1)

Dessa basfunktioner bér viljas sé att de bildar ett barar-
rum f6r en representation G. Det betyder att for alla g
skall funktionen g, vara moijlig att uttrycka som en lin-
jarkombination av alla basorbitaler p till antalet, s att vi
kan skriva generellt:

P
g0 = T(g); i=123,..,p; g€CG
9; ,Z=1¢] ii(8) P g Vo)

Pé kortform skriver vi denna utveckling

g =21I(g) (V1.2)

VI.2 Utvecklingskoefficienterna

Den forsta och mest tidskrivande delen av det allminna
schemat giller bestimningen av koefficienterna I';(9)
for alla g1 G. Resultatet av undersékningen bor vara en
tabell som innehaller allt som beh6vs f6r den aterstdende
delen av symmetriadapteringen bortsett fran karaktirsta-
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bellen fér gruppen G. Sadana tabeller finns tillgéngliga i
alla bocker om gruppteori men dven i fysikhandbécker
sasom Physics Handbook (T-5.7). Vad som erhalls vid
konstruktionen av denna tabell 4r en explicit beskrivning
av transformeringsegenskaperna for basfunktionerna.

Representationen I 1 (V1.2) ér i regel reducibel och for
att reducera den behover vi dess karaktarer, som erhills

ur
p

x(g)=TrT(g)= > T} (VL3)

i=1

Diirefter anvinder vi (IV.30) £6r att bestimma de irre-
ducibla komponenterna som innehalls i representationen
I'. For varje IR I'®, som finns gémd i I" kan vi i princip
konstruera motsvarande symmetriadapterade funktioner
genom att anvinda operatorerna (IV.33) pa basfunk-
tionerna ¢; Mycket ofta kan vi emellertid g fram pi ett
enklare sitt genom att anvinda projektionsoperatorerna
Q0% som vi inférde 1 kapitel IV (IV.41), vilka édr explicit
atkomliga frin karaktirstabellen f6r G. For en endimen-
sionell IR reduceras P * till 0% men f6r en IR av hogre
ordning behdéver vi i princip alla olika P, % Emeller-
tid kan det eventuellt vara méjligt att erhélla resultatet
genom att enbart lita Q% verka pa olika funktioner ¢;
Foljande exempel illustrerar metoden och visar en del
resultat.

VI.3 Orbitaler f6r H,O-molekylen
Kirnornas ligen f6r H,O kan bestimmas med fyra sym-
metrielement tillhériga den grupp som kallas C,,. Det
ir identitet E, rotation C,, och tva speglingar, ¢, Figu-
ren nedan visar dessa element uttryckta med hjilp av en
parallellepiped. De tvi spegelplanen visas med streckade
linjer.
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Uppgift: Visa att symmetrioperationerna C, (rotation
med 180 grader), 6, och ¢,” limnar molekylens skelett
oférindrat.

Karaktirstabellen f6r gruppen ser ut pd foljande vis (jtr
Physics Handbook).

G || E G Oy oy

A, 1 1 1 1

4 |1 1 -1 -1 | (VL4
By |1 -1 1 -1

B, || 1 -1 -1 1

Uppgift: Bekrifta ortogonalitetssambanden (IV.28) for
repesentationer i karaktdrstabellen och visa att represen-
tationerna verkligen dr irreducibla.

De funktioner som vi viljer som basfunktioner dr de
som normalt anvinds for att beskriva det elektroniska
grundtillstindet i respektive atom i en enelektronmodell.
De ir forstas:

Ols, O2i, 02p,, O2p, O2p,, Hls pi H1 och Hls pa
H2.
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Vihar uppenbarligen 7 basfunktioner. De transformeras,
som visas i foljande tabell, pd foljande sitt under grup-
pens symmetrioperationer.

E ) o, o,

1s 1s 1s 1s ls
2s 2s 2s 2s 2s

2p, 2p, 2p '2py 2Py
2py 2py 'Zpy _2px 2px WIS)
2p, | 2, 2p, 20, 2p,
hy | hy  hy  hy Ry
hy { hy hy  hy

Uppgift: Ga igenom dessa transformationer och visa att
de dr korrekta.

En mojlighet dr att arbeta med alla 7 funktionerna.
Karaktirsuppsittningen f6r denna sjudimensionella
reducibla representation blir

E Gy o, o,

(VL6)
r 7 1 3 5

Uppgift: Visa det.

Vi kan nu med hjilp av (IV.30) bestimma vilka irredu-
cibla representationer som bygger upp denna represen-
tation. De ar:

Uppgift: Visa det.

Vi kan ocksé notera i tabellen (VL.5) att de sju funktio-
nerna faller i fyra kategorier sd att det inte sker ndgon
blandning mellan dem. De tva s-funktionerna pa syre-
atomen ir invarianta under alla gruppoperationer, vilket
betyder att de transformeras 1 enlighet med den total-
symmetriska irreducibla representationen A4, i (VL7).
De svarar siledes mot tva av de fyra komponenterna.
Fragan dr varifran de 6vriga kommer? En hittar vi direkt
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— det dr 2p.. Men vi kan gora detta mer korrekt genom
att betrakta alla p-funktioner tillsammans, vilket dr riktigt
med tanke pa att de dr degenererade i den fria syreato-
men. Dessa tre funktioner bildar en tredimensionell re-
presentation med foljande karaktirer:

E ) o, o,

3 -1 1 1 (V18)

T

Detta reduceras till f6ljande summa av irreducibla repre-
sentationer.

rp=A1+Bl+B2 (VIQ)

Nu vet vi hur syreatomens orbitaler transformeras. Ater-
star viteatomernas otrbitaler. Dessa bildar en tvidimen-
sionell representation med féljande karaktirer:

E C2 (o o,

r, |2 o o 2 | OO

Detta reduceras till f6ljande summa av irreducibla repre-
sentationer.

Ih=4,+B, (VL11)

For att till slut nu bilda explicita symmetriadapterade
kombinationer av p- och f-orbitaler kan vi anvinda pro-
jektionsoperatorer. Vi far féljande resultat:

o™ :%[E+C2 +0,+0,]

0P :%[E_Czﬂ,v_av'] (VL.12)
1

o5 =, lE-C-0,+0,]

Inverkan av dessa operatorer pd basfunktionerna ges av
tabell (VL.5). Resultatet ér foljande:
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0" (2p,)=0"%(2py) =0 (VL13)
QA1 (2Pz) =2p,

B _1 =08
0" (2px) = (2px +2py)= 0% (2p)) (VI.13b)

QBI (21’1) 0

0% (2p,) = %(217)( -2py)= 0% (2py) (VL.13¢)

0"(2p,)=0

0™ (1) = 0" (1) =5 (I + )
(VL.13d)

Vi kan notera hdr att de resulterande symmetriadap-

terade funktionerna ej dr normerade, men det kan géras

vid behov. Av de sju basorbitalerna har vi nu fatt sju sym-
metriadapterade molekylorbitaler:

Funktion Orbital
¢ =1s la
9, =2s 2a,
$p3=2p 3a
¢y =Ny (h +hy) 4a,
¢s=Ns 2p, + 2p,) 1b,
¢6 = Ng (hy - hy) 1b,
¢;=N;(2p,-2p)) 2b,

(VI.14)

Pi grund av ortogonalitet och brist pa vixelverkan
uppsplittras den ursprungliga 7X7-determinanten till tre

block svarande mot 4 molekylorbitaler av 2;-symmetri, 2

av by-symmetri och 1 av b;-symmetri.
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V1.4 CH,

Som exempel tvd viljer vi metanmolekylen med en
kolatom i centrum av en tetraeder omgiven av fyra vite-
atomer i fyra av de dtta hérnen av kuben som visas i

figuren. H, z

H

Hj

H;

Foér symmetriklassificeringen behéver vi anvinda grup-
pen T, tetraedergruppen, som innechdller 24 element
och 5 klasser. Nedanstidende figur visar nagra olika rota-
tionsaxlar och gruppelement.

Cr, S4
E
C3 \ + /
N ///
~o| VI
™\ //O/ ). 54
——o- o = o — —o——= 2
re |\ ~ - y
/ LN D
C, 84 + \‘\
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Karaktirstabellen ser ut pa féljande sitt (jfr Physics
Handbook).

Ty E 8C3 3¢ 654 604
A 1 1 1 1 1
An 1 1 1 -1 -1
1.15
E 2 -1 2 0 0 v )
T 3 0 -1 1 -1
[y 3 0 -1 -1 1
Vi anvinder igen en minimalbas som utgangspunkt.
Orbitalerna 4r:
Cls, C2s, C2py (=x), C2py (=), C2p; (=2), hy (=1), hy (=2), b3 (=3), hg (=4).  (VL10)
De tva s-orbitalerna pa kolatomen dr dter invarianta
under alla transformationer fér gruppen och hér till den
irreducibla representationen .4;. Transformationsegen-
skaperna hos vriga orbitaler visas i tabellen nedan.
Klass | Operation | Rpy Rp, Rpy Rhy Rhy Rhj Rhy
Rf(x,y,2)
G [fxyz) |x y z 1 2 3 4
G2 |[fxey |x -y -z 2 1 4 3
G203  |fley.a) [-x -y z 4 3 2 (VL17)
G |fyzx) y X 1 3 4 2
G32) | Av.zx) |-y -X 4 2 1 3
C33) | fv.zx) |-y -z X 2 4 3 1
GAW  [fy.zx) |y -z X 3 1 2 4
C305) flzx,y) |z X y | 4 2 3
C3(0) | flz.xy) |z -X y 3 2 4 1
C3() | ffz.xy) |z -X -y 4 1 3 2
C3(8) |fiz,x,y) |z X -y 2 3 1 4
Sa()  |fxz,y) |-x z -y 4 3 1 2
S42)  |fixzy) |-x -z y 3 4 2 1
S43) |flzvx) |z -y X 2 3 4 1
S4(4) |flzyx) |z y X 4 1 2 3
S45)  |fox) |y -X -z 3 1 4 2
S46)  |fwx,z) |-y X -z 2 4 1 3
oy |flxzy) |[x zZ y 1 2 4 3
o) |Sfxzy) [x -z -y 2 1 3 4
oy |flzyx) |z y X 1 4 3 2
oy |flzyx) |z y -X 3 2 1 4
o) | fo.x2) |y z 1 3 2 4
oy |flxxz) |-y -X z 4 2 3 1
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De tre p-orbitalerna bildar en representation med fol-
jande karaktirer:

E 8C3 3¢ 654 604
Ip 3 0 -1 -1 1
En jimforelse med karaktirstabellen (V1.6) visar att detta (VI.18)
ir den irreducibla representationen T5.
De fyra viteatomerna bildar en representation med
karaktirerna:
8C3 3C, 654 604

I 4 1 0 0 2
Detta dr en reducibel representation, som ger A4, + T5. (VL.19)
Uppgift: Visa det.
Med anvindning av denna basuppsittning far vi saledes

endast tvd symmetrityper; 4, och T,. Projektionsopera-

torerna fOr karaktirerna for dessa ér:

| | [ 8 ) 3 L ‘ f ) l
o =—<E+ Z£'3(f)+ ZCE(.')+ZS4(;}+ZO'J(1)
241 i=l1 =1 i=l i=1 J
(V1.20)
7 | A e al
Q7 =g 3E-26, (f)-Z&(fHZ@(f)J
7=l i=1 r=1
Frin H-orbitalerna far vi nu molekylorbitalen med ;-
symmetti:
. . y y I
QUh =QMNhy =QMhy =Qhy ==[h + by + by + by (VI2D)

4
Nir Q(1T5) verkar pa samma fyra H-orbitaler far vi:

Q" h, :%[3151 —hy —hy— By
onr h, = %[— hy +3hy — Iy — hy | (V1.22)
Q" A, =$[— by — by +3hy — By
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Eftersom det endast finns en T)-representation i rummet
som spinns upp av H-orbitalerna maste funktionerna
(V1.22) vara linjirt beroende. Vi ser direkt fran (V1.22)
att

Q2 [h + by + by ]=-Q"2 A, (V1.23)

Hir idr saledes ett fall dir egentligen de fullstindiga pro-
jektionsoperatorerna P,,(15) skulle behovas, eftersom vi
behoéver funktioner som transformeras inte bara enligt
T, men ocksd som p,, p, och p.. Det ir emellertid inte
svért att inse att de tre funktionerna

Q"2 (b + h, }=%[ﬁ‘] Iy — Iy — Iy ]
Q"2 (b + hy)= %[fﬁ —hy + by =By (V124)

()'f’:“}] + j;;‘}:%[h] —hy =y + 1’24]

gOr just det. Samma resultat kan erhallas genom att avldsa
de explicita representationsmatriserna fér basfunktio-
nerna 2.])"” 2p, och 2p_ och sedan anvinda motsvarande
projektionsoperatorer.

Uppgift: Genomfér denna procedur.

V1.5 Ovningsuppgifter

1. Pyridinmolekylen, CsHsN (se bilden nedan), dr invari-
ant under gruppen C,,, vilken férutom identitetsopera-
torn innehaller en tvafaldig rotation, C,, kring en axel
som innechaller N-atomen, en reflektion G,(y3) genom
ett plan vinkelritt mot molekylens plan, och slutligen en
reflektion G,(xy) genom planet f6r molekylen.

y
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Karaktarstabellen ar:

Cov E

€2 oy(yz) | Ov(xy)
Al 1 1 1 1
A 1 1 -1 -1
B 1 -1 1 -1
Bj 1 -1 -1 1

Anvind det allmidna schemat som beskrivs ovan for att
konstruera symmetriadapterade orbitaler fran
a) sex s-orbitaler lokaliserade pa kviveatomen och de

fem kolatomerna.

b) sex p_-orbitaler lokaliserade pa samma atomer.

2. Bensenmolekylen, CcHg, dr invariant under gruppen
Dy, vilken innehiller 24 element som visas 1 figuren

nedan.

0d

&)

G

F

Oy

Ce Cs, Cy, S5, Sy dr definierade omkring centrum av

molekylen och vinkelrita mot molekylens plan.

Karaktirstabellen ser ut pa foljande sitt f6r Dg-gruppen
(se 4ven Physics Handbook). Den innehaller de 12 f6rsta

elementen av Dy,

Deg E 2Ce 2C3 Cr 3Cy |13Cy"
Al 1 1 1 1 1 1

Ap 1 1 1 I -1 -1
B, 1 -1 1 -1 1 -1
B; 1 -1 1 -1 -1 1

E; 2 1 -1 ) 0 0

E; 2 -1 -1 2 0 0

Varje klass 1 D svarar mot tva klasser 1 Dg), en med
samma innehdll och en med element som erhills nar
elementen kombineras med inversion. Vi far diarfor:

Element 1 Dg

E

2Ce

2C3 Cr

3Cy

3C2||

Element i Dg

E

2Ce+ 253

2C3+ 256 | Cot o

3Cy'+ 30y

3Cy"+ 30,
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For varje IR 1 Dy far vi tva 1 Dy, en som dr jamn med
avseende pa inversion, kallad g (gerade), och en som ir
udda med avseende pd inversion kallad # (ungerade). For
de jimna representationerna har en klass som kombi-
neras med inversion samma karaktdr som motsvarande
klass i Dy. For udda representationer i Dy, dndras teck-
net. I bada fallen har forstas elementen f6r Dy de karak-
tirer som anges ovan.

a) Anvind denna information fér att skriva ned den full-
stindiga karaktirstabellen f6r D, Kontrollera att orto-
gonalitetsrelationerna édr uppfyllda.

b) Konstruera sedan symmetriadapterade orbitaler for
bensenmolekylen utgiende frin

* sex s-orbitaler lokaliserade pa de sex kolatomerna

* sex p -orbitaler lokaliserade pa samma atomer (3-axeln
ir vinkelrdt mot molekylens plan).
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VII. En- och mangpartikel-
funktioner

VII.1 Inledning

Vagfunktioner for flerelektronsystem skrivs  vanli-
gen som produkter av enelektronfunktioner, orbitaler.
Ofta férekommer flera Sppna skal, det giller sirskilt
for exciterade system, och for att kunna géra en sym-
metribestimning av det totala elektroniska tillstindet
behoéver vi kunna 6verfora transformationsegenskaper
for de enskilda orbitalerna till hela systemet. Det dr vad
detta kapitel framfGr allt skall handla om.

VII.2 Direkta produktgrupper

Om vi har tvd grupper H{/} och K{£} s kan vi bilda en
ny grupp G{g} bestiende av produkter i vilka den forsta
faktorn 4r ett element av H och den andra ett element av
K. Sa hir blir det:

g = hk (VIL1)

Man bér notera att detta inte dr en “gruppmultiplikation”
i meningen “komposition” utan endast en kombination
av tvd operationer. Det dr nddvindigt att h& = £h. Detta
giller om till exempel £ verkar pa funktioner av en given
variabel medan 4 verkar pa funktioner av en annan varia-
bel. Den erhallna gruppen G kallas den direkta produk-
ten av de tva andra grupperna och betecknas

G=HxK (VIL2)

De tvd faktorerna kan vara undergrupper till G men
ocksa helt olika grupper.

De irreducibla representationerna av den direkta produk-
ten kan erhallas enkelt genom att man bildar de direkta
produkterna, eller Kroneckerprodukterna, av de irredu-
cibla representationsmatriserna av ‘“faktorgrupperna”.
Om I'*(h) och I'B(k) ir IR-matriser for respektive H och
K defineras deras Kroneckerprodukter av

()% I“B(k)]ij L =T AW vy

59



1

G

Om siledes ['* ir av ordningen f* och I'P av ordningen
B idr Kroneckers produktmattis av ordningen /& . Dess
element betecknas med dubbla indices 7 och sparet ér:

i p Pk
=3 T mxrhE)] 2 ) e |= 202" w
]:

i=1 j=1 VRV

Vi anviinder (IV.30) for att visa att [P si som en repre-
sentation for HXK ir irreducibel om I'® 4r en IR av H
och I'B en IR av K. S4 hir kan det skrivas:

Zx“f’<g)x°‘"(g‘l)=#[fx“w)x“(h‘l)J(fﬂcﬁ(k)x"(k‘l))=1
npng X

hyng g

(VIL5)
VIIL.3 Representationer for direkta

produkter
For tvi irreducibla representationer I'* och I'P av samma
grupp G och deras associerade basfunktioner giller f6l-
jande (som vi kdnner sedan tidigare avsnitt):

B

fa
v = Zl//j Ti(e): g% =>0 Fzg(g) (VILG)
j=I1 I=1

Kroneckers produktmatriser bildas genom:

r%8.(8)=T%(g) T (s) (VILT)

Dessa bildar ocksa representationer av G med produkter
Y0, som basfunktioner. Vi far:

7% fP

s(vit) = (evi)(20k) = X, 2 w0 T () TH (g zqu;,r, b (3) (VILS)

j=11=1
Karaktirerna till denna representatlon ar:

s 8 (VILY)
=| Y1) | STh(e) |= 2%(2) £P(g)
i=1 k=1

Detta ir en direkt produktrepresentation av G som inte
behoéver vara irreducibel. For att detta skall gélla maste
foljande samband vara lika med ett, men det dr inte
sikert att det 4r.
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G G
3 20 (7!) - %Zx“(g)x“(g"‘)x” ()2P(s7!) (viL10)
g

4

Vi kan litt illustrera dessa begrepp och tankar med en
tillimpning i gruppen C3,. Med anvindning av karaktirs-
tabellen (IV.44) och sambandet (VIL.9) kan vi gbra £5l-
jande uppstillning,

Cav Ci &) C3 Irreducibla komponenter
A1xAq 1 1 1 Ay

A1xA, 1 1 1 A

AxXE 2 -1 0 E

AxAj 1 1 1 Aq

AxxE 2 -1 0 E

ExXE 4 | 0 Al +Ar+E

Uppgift: Anvind sambandet (IV.30) for att reducera
dessa direkta produkter sa att ingaende irreducibla repre-
sentationer framgar.

VII.4 Flerpartikelfunktioner

Lésningarna till Schrédingerekvationen for system med
fler dn en partikel (V.4) kan inte uttryckas som enkla
produkter av enpartikelfunktioner pa grund av elektron-
elektronrepulsionen i Hamiltonoperatorn. Det dr dnda
mojligt att anvinda enelektronvagfunktioner (spinn-
orbitaler) och produkter av dem som basfunktioner f6r
konstruktionen av bade exakta (i princip) och approxi-
mativa l6sningar. Det finns ddrfér goda skl till att
studera symmetriegenskaperna av produkter av symme-
triadapterade spinnorbitaler. Det 4r i detta sammanhang
de direkta produkterna dr betydelsefulla.

Alla vagfunktioner f6r flerelektronsystem mdste vara
antisymmetriska under permutation av de elektroniska
koordinaterna. Med detta menas att de maste satisfiera
ekvationen

PW(x1, x2, x3, oo, XN) = (-1 W(x1, X2, X3, ..., XN)

dir P ir en av de NI permutationerna av de IN koordina-
terna x;och p dr pariteten f6r P. Detta kan erhallas genom
en antisymmetriseringsoperator .4, som kan skrivas
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i
A= TA/_!%(_I)I) P (VIL13)

Vi kidnner igen detta visentligen som en projektions-
operator av typen (IV.41) for antisymetriska IR av den
symmetriska gruppen Sy

VII.5 Bensenmolekylens m-orbitaler

Som en illustration till detta betraktar vi nu w-elektron-
systemet for bensenmolekylen. Som framgatt av uppgift
VI.2 kan vi bilda sex symmetriadapterade kombinationer
av de sex 2p_-orbitalerna. De symmetriadapterade orbi-
talerna tillhor de irreducibla representationerna ay,, by,
€1, €, SOM Visas i energiordning i figuren nedan.

by,

2 —
c Pz €y

€1g

azy

Uppgift: Visa att orbitaler med dessa symmetriegen-
skaper kan bildas.

Orbitalerna kan populeras pa manga olika sitt som svarar
mot olika elektroniska tillstind. Goda kvantkemiska
berdkningar kan behovas f6r att man skall kunna avgora
den inbérdes energiordning som finns mellan dessa till-
stind, och som visas ovan.

Konfigurationen for det neutrala grundtillstindet 4r:
(a2,)? (elg)4

Det innebir att den totala vigfunktionen, som ger ldgre
energi dn vad alla andra determinanter ger 4r:

Do = A {az(rpoC1), a2u(r)B(L2), e14,1(r3)0UE3),

e1g,1(ra)BCa), e1g.2rs)ouCs),  €1g2re)B(Ce) 1 (VIL14)
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Representationen f6r den direkta produkten dr saledes
@y xau xelgxejgxejgxelg (VILLS)

och den ger en reducibel representation med féljande

karaktirer:
E 2Ce |2C3 | (o 3Cy |36y | 253 |28 o 305 |30,
16 1 1 16 0 0 16 1 1 16 0 0

Uppgift: Kontrollera i Physics Handbook att dessa sym-
metrielement dr de korrekta f6r gruppen Dy,

Denna representation kan skrivas som en summa av IR
pa foljande sitt:

F=3A1g+3A2g+5E2g (VIL.17)

De flesta av dessa tillstand svarar emellertid mot produk-
ter av orbitaler och spinnfunktioner som ér férbjudna
enligt Pauliprincipen. Vilka de ér framgar om man ldter
antisymmetriseringsoperatorn (VIL.13) verka pa de tink-
bara produktfunktionerna.

Bist dr ddrfor att soka de determinanter som faktiskt inte
torsvinner och studera deras transformationsegenskaper
genom att projicera ut de énskade symmetriadapterade
funktionerna, vilket betyder vissa linjirkombinationer av
determinanter. Det som behévs dr en tabell som visar
hur de olika orbitalerna transformeras under operatio-
nerna i gruppen Dy, Orbitalerna kan skrivas (ej ortogo-
nala dock)

azy =1/6 (p1 +p2 + p3 + pa + ps + pe)

bag = 1/6 (p1 - p2 + p3 - pa+ ps5 - pe)

elg,1 = 1/6 (2p1 + p2-p3-2p4-ps+pe) (viL1s)
e1g,2 = 1/6 (p1+ 2p2 + p3 - p4 - 2ps - pe)

e2u,1 = 1/6 (2p1 - p2 - p3 + 2p4 - p5 - pe)

exy2 = 1/6 (-p1 + 2p2 - p3 - pa + 2ps5 - pe)
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Figuren nedan visar dessa orbitaler schematiskt ovan-
ifrin efter ortonormering (de degenererade dr nagot

torindrade jimfort med ovanstaende uppbyggnad.

For de tva forsta dr saken relativt enkel eftersom de tillhor
endimensionella IR. Under verkan av ett visst element
(symmetrioperation) multipliceras de med motsvarande
karaktirer. Funktioner som ¢, och ¢;,, transformeras
emellertid till linjairkombinationer av varandra, si vad vi
behover hir dr de explicita representationsmatriserna for
de givna funktionerna.

Vi kan emellertid ganska litt stilla upp en tabell for
de symmetriadapterade funktionerna utgiende fran de
explicita uttrycken (VIL.18) och en tabell (ganska ling
och uppdelad i tvd) med transformationsegenskaperna
tor basorbitalerna 2p; ( = 1, ..., 6).

E _[CD[C GGG [GO]GM[GO ]G O[]

a a a a a a -a -a -a -d -a -d

b -b -b b b -b |-b -b -b b b b

i 53D [832) [ S6(1) | S6(2) | 0y | oa(D) | oa(D) | oa() | ou(D) | 0u(2) | 00(3)

-a -a -a -a -a -a a a a a a a

b -b -b b b -b -b -b -b b b b
(VIL.192)
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Fér matriserna som representerar gruppelementen i
den IR som spinns upp av e, = (1,1, ¢,») anvinder vi
beteckningen

Rejg=egs D(R) (VIL19b)

De explicita matriserna blir manga forstis, men hir dr

de:




Att verka pa en determinant som (VI1I.14) med gruppele-
menten g innebir att vi verkar med den direkta produk-
ten

g(1) xg(2) x g(3) x g(4) x g(5) x g(6)  (VIL.20)

En sadan produkt kommuterar med alla permutationer
P av de elektroniska koordinaterna och dirigenom dven
med antisymmetriseringsoperatorn (VIL.13). Man kan da
verka pd determinanten som pa spinnorbitaler. I stillet
for att skriva ut (VIL.20) skriver vi en faktor men menar
da direkta produkten av nir vi verkar pa en flerelektron-
funktion. Vi far sdledes med hjilp av (VIL.19).

Ce(1) Do = A {agu(1)0t1, a2u(2)B2, €15,203)03, e1524)Ba, [-e14,1(5)+e1g2(5)]as,

[- e14,1(6)+e15,2(6)1Bs } (VIL21)

En determinant med en kolumn som ir en linjirkom-
bination av tvi kolumner kan som bekant skrivas som
motsvarande linjirkombination av determinanter. Efter-
som dessutom en determinant med tva identiska kolum-
ner forsvinner far vi kvar:

Ce(1) Do = A {az,(1))01, a2u(2)B2, e12(3)0t3, e14,2(4)B4. e14,1(5)0s, €14,1(6)B6 } = Do
(VIL.22)

Uppgift: Visa att D erhalls f6r alla 24 element i Dy,

Det generella resultatet medfér att determinanten D
transformeras som den irreducibla representationen A,
hos gruppen Dy, (stringt taget av den direkta produkten
av sex grupper Dy, ).

En determinant som
Dy = A {azu(1))o1, bag(2)B2, €1,1(3)03, e14,1(4)B4, e1,2(5)ais, €142(6)Pe }
(VIL23)

svarar mot elektronkonfigurationen nedan.
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8

C2p,
€u

elg

any

Den transformeras under D), som f&ljer:

E 2C¢ [2C3 | Cy [3Cy [3Cy" [ 253 |25 |o, |30y

30,

1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1

(VIL.24)

Den foljer tydligen B, vilket uppenbatligen ocksa fol-
jande determinant gor:

Dy = A {bag(1)01, a2u(2)B2, e15,1(3)03, e14,1(4)B4, e14,2(5)ats, €1,2(6)P6 }
(VIL.25)

Uppgift: Ange M-kvanttalet f6r detta tillstand.

Elektronkonfigurationen for detta tillstand dr schema-
tiskt:
by

C2p,
€u

elg

ary
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Sett ur perspektivet av den rumsliga symmetrin dr bada
determinanterna, D; och D,, symmetriadapterade. Ingen
av dem 4r dock egenfunktion till den totala spinnopera-
torn. Rena singlett- och tripplettfunktioner erhélls emel-
lertid genom linjarkombinationer av dem som féljer:

1 1
lB]u = ﬁ[D] +D2]; och 3Blu = ﬁ
Vi kidnner igen detta frin det forsta exemplet 1 kursen
Atom- och molekylfysik pa spinnets betydelse, som gillde
exciterade tillstind i helium, och pabyggnadskursen i
atomfysik. Spinnkvanttalen § ér sdledes olika men M

[D1_Dz]§

kvanttalet f6r de konfigurationer vi visat d4r samma och
lika med noll. Vikan enkelt illustrera skillnaden i en figur
som fdljer.

For fullstindighetens skull kan vi ocksd hir inféra den
torenkling som ofta anvinds vid bestimning av sym-
metrin hos totala elektroniska tillstind (alla elektroner
tas med). Enligt de metoder vi infort 1 kapitel 4 giller
att for fyllda skal transformeras vagfunktionen enligt den
totalsymmetriska irreducibla representationen, 1 fallet
med bensen 4, (se Physics Handbook T-5.7). Vi behéver
siledes endast betrakta ofyllda skal. Konfigurationen for
de exciterade tillstinden f6r bensen i ovanstiende exem-
pel ér:

(a2u) (e1g)* (bag)

For att fa veta symmetrin hos det elektroniska tillstindet
ricker det med att bestimma direkta produkten av a,,
och by, Vi skriver den med hjilp av karaktirstabellen i
Physics Handbook:

aZu X ng = blu
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Uppgift: Bestim med hjilp av karaktirstabellen f6r Dy,
i Physics Handbook symmetrin for ett exciterat elekt-
roniskt tillstind hos en bensenmolekyl som har elekt-
ronkonfigurationen: (a,,) (¢1,)° (b))

VII.6 Ovningsuppgifter

1.

a) Skriv ned representationsmatriserna for den direkta
produktrepresentationen som erhalls genom multiplika-
tion av de tvidimensionella representationerna i Cj, i
kapitel IV med sig sjilva. Anvind sambandet (VIL.7).

b) Bestim karaktirerna av denna direkta produktrepre-
sentation och reducera den.

2.

a) Skriv ned antisymmetriseringsoperatorn (VIL.13)
explicit for fallen med N = 2 och N = 3.

b) Anvind resultatet for att skriva ned nagra tva- och

treelektronfunktioner explicit. Kontrollera att de satisfi-
erar (VIL.12).

3. Verifiera (V11.16) och (VIL.17).

4. Verifiera (VIL.19). Kontrollera de allminna ortogo-
nalitetsrelationerna. Kontrollera att dessa matriser for
e;rummet bildar en representation och att den ir irre-

ducibel.

5.

a) Verifiera (VIL.22).

b) Berikna /D, C,D, och 6,D,,.

6. Verifiera (V11.24).

7. Verifiera (V11.20).

8.

a) Hur manga determinanter erhalls om en av orbitalerna

i Dy ersitts med en by-orbital?
b) Hur transformeras de?
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VIII. Rymdgrupper

VIII.1 Definition

En liten molekyl som dr invariant med avseende pa
givna rotationer och reflektioner karakteriseras genom
en punktgrupp. En kristall 4r invariant med avseende pd
rotationer, reflektioner och translation, vilka bildar en
rymdgrupp. Ett typiskt symmetrielement f6r en rymd-
grupp skrivs vanligen {R|m} dir R 4r punktgruppdelen
och m translationsdelen. Nir en operator av detta slag
verkar pd en tredimensionell vektor r fir vi foljande
resultat:

{Rm}r=Rr+m (VIIL1)

For att utféra punktgruppsoperationen explicit behéver
vi matrisen R, som representerar operationen R i den bas
som anvinds for att beskriva r. Vi skriver sambandet:

X
r=(e.e,e) x; [=ex (VIIL.2)
X3
Rll RIZ R]3
Re = (el’ez’ez) R, R, Ry|=e€R (VIIL3)
R}l R32 R%}

Hirav kan vi enkelt skriva sambandet:
Rr=Rex=eRx=ex’ =1 (VIIL4)

Punktgruppoperationerna R karakteriseras av den
cgenskapen att de inte foérindrar lingden pa vektorn
r. Motsvarande egenskap hos matrisen R dr att den dr
ortogonal. Vi far
22
"= (VIIL54)

r2 = (ex)+ex =x"e ex=x" x
= = = (VIIL5b)
(") =) ¥ = (R0 Rx=x"R'Rx (y11150

+
R'R=1 (VIIL5d)

Nir R ir reell skrivs detta vanligen

RR =1 (VIILG)
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Explicita punktgruppmatriser fér alla operatorer kan
aterfinnas i bland annat Cornwells bok.

I ett rektangulirt koordinatsystem har vi till exempel 61
jande matriser

1 0 0 0 1 0
R(C,,)=[0 0 1[; R(G,)=[0 0 —1|; (VIIL?)
0 -1 0 -1 0 0

tor rotation omkring x-axeln en vinkel 90 grader respek-
tive en rotation med vinkeln 120 grader omkring ett
téremal som ligger diagonalt i en kub.

Multiplikation av elementen for tva rymdgrupper bety-
der som vanligt att vi utfér forst den ena operationen
och direfter den andra som foljer:

{Rim} {SIn}r={Rim}s=Rs+m=R(Sr+n}+m=RSr+Rn+m

(VIIL8)

Detta ger f6r operatorerna sambandet

{RIm}{SIn} = {RSIRN + m} (VIIL9)
Inversen f6r en operation i en rymdgrupp ar dirfor

{Rim}'{Sin} = (R 1-R" m) (VIIL10)
Identitetselementet for rymdgruppen ar {10}
I fasta tillstindets teori patvingar man vanligen rand-
villkor pa orbitalerna som ingar 1 beridkningarna. Detta
innebdr att man arbetar med 4dndliga men mycket stora
rymdgrupper. De betecknas

G: {RIm} (VIIL.11)

Punktgruppsdelen av G skrivs analogt

Gy: {RIO} (VIIL12)
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VIII.2 Kristallografiska punktgrupper
Punktgruppdelen (VIIL.12) dr en av 32 kristallografiska
punktgrupper existerande i tre dimensioner. Transla-
tionsdelen 4r:

T:{11m} (VIIL13)

Den miste associeras med ett Bravaisgitter. Vi kan
hir limpligen férséka erinra oss vad ett Bravaisgitter
ir egentligen. Svaret dr att det 4r ett rymdgitter med en
odndlig tredimensionell punktrad i rummet, som ér sidan
att varje punkt har samma omgivning. Endast fjorton
bestimda radménster, eller gitter som de brukar kallas,
ir mojliga av detta slag och de kan hinfdras till ndgot av
de sju kristallsystemen. Ett primitivt gitter symboliseras
P. Det har en gitterpunkt i varje hérn av den tillimpliga
enhetscellen. Ett bulk-centrerat gitter betecknas I och
bestir av ett P med en punkt i centrum av varje enhets-
cell. Ytcentrerade (face-centred) gitter édr ytterligare en
sort. De betecknas F har en punkt i centrum av varje
ytstruktur férutom en i varje horn.

Translationsgruppen {1|m} ir en normal undergrupp
till rymdgruppen, vilket kan visas pa foljande sitt.

Gitter = ett regelbundet
system av punkter i planet
eller rummet.

{RIm}{1in} {Rim}" = {RIRn+m}{R I-R' m} = (11R n}

(VIIIL.14)
vilket dr en gittertranslation.

Rymdgruppen kan ddrfér skrivas som en summa av
biuppsittningar (kapitel I11):

G={RyI0}T+{RyI0}T + ........ +{R,10}T

(VIIL15)

Det kan noteras att T innehéller enbart de primitiva
translationer som kan associeras med gittret. Transla-
tionsdelen av ett allmint gruppelement, {R|V }, ir inte
nédvindigtvis en primitiv translation. Hir skall vi emel-
lertid enbart behandla symmorfa rymdgrupper, dir v
alltid 4r en primitiv gittervektor. I tre dimensioner finns
det 73 symmorfa och 157 icke-symmorfa rymdgrupper.
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Att konstruera symmetriadapterade funktioner som
transformeras i enlighet med de irreducibla represen-
tationerna i rymdgruppen dr mycket svarare dn for en
punktgrupp. Tack vare den relativt enkla strukturen hos
atminstone de symmorfa rymdgrupperna ir det emeller-
tid en ganska rittfram historia for just dessa.

VIII.3 Gitterstruktur

Translationsgruppen (VIIL13) dr Abelsk (kommutativ)
och alla dess IR idr dirfor endimensionella. De irreducib-
la representationerna namnges genom vagvektorerna k i
den forsta Brillouin-zonen (BZ). Elementen {1|m} av
T bestims av tre heltal p;, som bildar koefficienter for
basvektorerna a; sa att

m=aq [y +ap Uy +aglls (VIIIL.106)

Detta samband karaktiriserar de primitiva gittervekto-
rerna m. Born-Karmans periodiska randvillkor begrin-
sar virdena till N; méjliga virden, och man viljer vanligen
dominen

Ny <N i3, (VIIL17)
2 2

Vi kommer alltid att sitta N; = N, = N3 = G. For det
totala antalet vektorer m i denna Born-Karman-region
(BK) anvinder vi beteckningen N = N; N, N; = G3.
Detta ir ordningen for translationsgruppen.

VIII.4 Reciproka gitter

Det naturliga gittret spanns upp av basvektorerna a, , a,,
a3. En enhetscell i detta gitter har volymen 1/, (vi antar
att vara vektorer har betecknats sa att 1, blir positiv):

Vo =2, -(a, xa,) (VIIL18)

Utifrdn detta samband introducerar vi det reciproka gitt-
ret som uppspinns av basvektorerna

a, Xa a,Xa a, xXa
_ 3. 93 1. % 2
bl_ ’bz_ ’bs—

‘/Oll ‘/0{1 ‘/O(l

(VIIL19)

De tva basvektoruppsittningarna bildar nu en biorto-
normerad uppsittning for vilken giller att:
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a, b =3, (VIIL.20)

En allmin vektor i det reciproka gittret kan nu skrivas
pa formen

K =27(b,v, +b,v, +b,v,) dir v, irheltal. (VIIL.21)

Skaldrprodukten av en sadan vektor och en gittervektor
(VIIL.16) dr ett heltal multiplicerat med 2:

K-m=2(uv, + i,v, + 1) (VIIL.22)

En allmidn vektor i reciproka rummet ér en linjirkom-
bination av basvektorerna b, med godtyckliga koeffici-
enter. Den kvasi-kontinuerliga uppsittningen av foljande
N = G ligger i BZ.

k= %[(blrcl +b,k, +b.x,) dir k drheltal.  (VIIL.23)

Dessa vektorer namnger de irreducibla representa-
tionerna ' av T med karaktirerna

X(k)(m) — e—ik-m (VIIIZ4)

Vektorn k ger saledes namn 4t rader och gittervektorn
m kolumner av karaktirstabellen. Eftersom de irreducib-
la representationerna dr endimensionella kan vi ocksa
uttrycka sambandet som en egenvirdesrelation:

{timby(kr) = y(k:{1Im} 'r) = y(kir ~ m) = e "y (k;r)
(VIIL.25)

VIII.5 Blochfunktioner

Uppenbarligen dr funktionen y(k;r) en egenfunktion
dll {1|m} med egenvirdet exp(-ik m). Man kan ocksa
konstatera att Y (k;r) transformeras enligt den irreducibla
representationen av translationsgruppen T. Dessa bida
slutsatser dr faktiskt synonyma och funktioner med detta
beteende kallas Blochfunktioner. Dessa funktioner
ir 16sningar till Schrédingerekvationen med en perio-
disk potential gillande exempelvis f6r en elektron 1 ett
kristallgitter. Funktionerna erhalls pa formen W, = #,(r)
exp(ik 1), dir r dr ligevektorn med komponenter x, J, 3.
Funktionen #,(r) dr periodisk i x, y,  med en periodicitet,
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som dr lika med den f6r potentialen. Det dr samma som
gitterperioden. Vidare giller som vanligt att k beteck-
nar vigvektorn, som kan definieras dven i termer av det
reciproka gittret hos kristallen.

Under en godtycklig rymdgruppoperation transformeras
en Blochfunktion enligt:

{Rimpy(k;r) =y(kR'r=R"'m)  (yi20)

Man kan ocksa visa att denna funktion dr en Blochfunk-
tion som karakteriseras av vagvektorn Rk.

Blochfunktioner kan konstrueras med hjilp av projek-
tionsoperatorer (se (IV.33 och 41)) pa f6ljande sitt:

1 BK ]
0, = Nze"""‘ {11m} (VIIL.27)

Manga olika typer av Blochfunktioner anvinds 1 fasta till-
standsteorin. Tva extremfall 4r plana vagor (PW)

n(k;r) = ! et

JNV,, (VIIL28)
och LCAO-utvecklingar.
o(k;r)= N, ﬁ ¢(m,r)e*™ (VIIL.29)
dir det giller att
¢(m,r) = ¢(r-m) (VIIL30)

ar en atomorbital (AO) eller en “muffinsformorbital”
(muffin tin) (MTO) eller ndgon annan lokaliserad funk-
tion som ir centrerad vid m. N, dr en normeringskons-
tant som beror pa 6verlappsegenskaperna hos alla dessa
lokaliserade funktioner.

For en planvig ger (VI11.26)

1 (Ri)r _—ik(R™'m)
Rim}n(kr)= T 111.31
{Rimjnllcr) =—27= (VIIL31)
Vi kan notera att detta dr en Blochfunktion med vagvek-
torn Rk. Eftersom {R|m} ir ett element hos den
symmorfa rymdgruppen ir R m en gittervektor. For
specialfallet med R = 1 reduceras (VIIL.31) till
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{1 | m} n(k,r) — e—ik»m T](k,r) (VIIISZ)

vilket ir lika med (VIIL25).

F6r en Blochfunktion av LCAO-slag betyder sambandet
(VIIIL.26) att

{Rim}o(k;r) = Nﬂﬁ{ﬂ Im}{1In}g(r)e™" = N£§{1 In}gR" r)ei(Rk)-(n'—m)
(VIIL33)

Detta ir siledes en Blochfunktion med vigvektorn Rk.
Det dr emellertid viktigt att notera att dven den ele-
mentira atomorbitalen ¢ paverkas av punktgruppdelen
av rymdgruppelementet. Om det giller att

Rk =k + K (VIIL34)

reduceras den transformerade LCAO-funktionen

(VIIL33) till

{Rim}o(k;r) = N> {1in} (R r)e™ ™™ yyp135)

VIIIL.6 Vagvektorns grupp

De element R av G((k) som satisfierar (VIIL.34) bildar
gruppen for vdgvektorn k. Detta dr en undergrupp —
trivial eller icke-trivial — till G,. Om det skulle vara si att
Gy(k) = Gy, vilket giller exempelvis £6r fallet med k = 0,
eller om G (k) dr en icke-trivial undergrupp till G, kallas
k (eller kanske hellre dess slutpunkt) en sarskild punkt i
BZ. Om G (k) innehéller enbart identitetselementet sigs
k vara en allmén punkt i BZ.

Gruppen f6r vagvektorn k kallas ibland lilla co-gruppen

till k. Lilla gruppen till k dr 4 andra sidan en undergrupp
till rymdgruppen, och den kan skrivas (jfr VII1.15)

G(K) = {S110} T+ {S2l0} T+ .ot {Spl0} T (VIIL36)

S.,S,, ....S,, ir elementen av G (k).

77



Punktgruppen G kan skrivas som en summa av vinster
(eller hoger) biuppsittningar av dess undergrupp G (k):

Go = R1Go(k) + R2Go(k) +.......... R,Go(k) (VIIL37)

dir ¢ ir ordningen hos Gy R; ir identitetselementet
och fér de Gvriga representanterna i co-uppsittningen i
(VIIL.37) har vi

Rik#k +K dir i=2,3,...q. (VIL38)

De ¢ operationerna R, genererar en uppsittning av vek-
torer R, k, vilka tillsammans bildar stjarnan av k. Dessa
operationer kan ocksa tjdna som representanter for co-
uppsittningar i en upplésning av den fulla rymd-gruppen
i termer av co-uppsittningarna med avseende pa den lilla
gruppen (VIIL.36) av k:

G = {R}10}G(K) + {R2I0}G(K) +.......... + {R201G (k)
(VIIL39)

Vi har nu ingredienserna som behévs for att konstru-
era funktioner som transformeras enligt nagon IR av G.
Allt som beh6vs dr en Blochfunktion som transformeras
enligt en IR av G. For detta beh6vs en projektionsopera-
tor av typen (IV.33), dvs
£
P = Y TiR)R (VIIL40)
g(k) R
Hir dr f* dimensionen hos den irreducibla representa-
tionen I'%, och gy(k) dr ordningen hos Gy(k). En viktig
punkt dr att denna operator kommuterar med projek-
tionsoperatorn (VI11.27) som skapar Blochfunktionen:

Go (k) BK

PIO, = O(k)ZZr Je* IR 10}{1Im} =

(VIIL41a)

a Gy (k) BK

Ngo W 2 > 2 TiR)e* ™ {1IR"'m }{R™ 10}

Om n = R m anvinds som summationsindex i stillet
t6r m blir den exponentiella faktorn
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eik-m — e"k'(R'1“) — ei(Rk)-n — e,'kAn (VIII41b)

om R tillhor vagvektorns k grupp. Dirfor kan vi skriva
PO, =0OP: (VIIL41c)

dir P.® dr en projektionsoperator f6r Gy(k). Man kan
visa att funktionerna (jfr VIIL.37, 38, 39)

yo.(kr)={R 10} P y(kr) (VIIL42)

transformeras enligt nigon IR av den totala rymdgrup-
pen. Dimensionen pa denna IR dr uppenbarligen f%g.
Alla IR i G kan konstrueras pa detta siitt.

VIII.7 Konstruktion av symmetri-

adapterade funktioner

Ovanstdende relationer av skilda slag ger oss en mdoj-
lighet att konstruera symmetriadapterade funktioner f6r
system som kan beskrivas inom nagon rymdgrupp. Det
var ju vad vi faktiskt var ute efter, men det blev manga
och linga uttryck och sviért att hitta ritt i denna djungel.
Vi sammanfattar darfér metoden, som framkommer av
detta, i fljande uppstillning.

1. Vilj limpliga utgangsfunktioner.

2. Vilj en vagvektor k.

3. Konstruera en Blochfunktion med hjilp av Oy
(VIIL.27).

4. Bestim gruppen G (k) f6r detta k.

5. Bestdm stjarnan, (VIIL.38), for detta k.

6. Vilj en IR, I'%, hos Gy(k) och konstruera P %,
(VIIL40).

7. Anvind till slut (VIIL42).

Vi erinrar oss hir att den “fullstindiga” projektions-
operatorn i punkt 6 kan ersdttas med motsvarande
projektionsoperator for karaktirerna. Dessa operatorer
behéver endast karaktirstabellerna fér punktgrupper,
vilka dr tillgdngliga i vanliga bécker 1 gruppteori och i
handbocker (Physics Handbook ir ett bra exempel).
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Cy, S4, Cy

VIIIL.8 bcce-gitter

Vi illustrerar ovanstaende allmdnna resonemang med
nagra tillimpningsexempel och bérjar med en kristall
som kan beskrivas med ett bee-gitter (bcc = body cent-
red cubic). Det kan i praktiken vara exempelvis en alka-
limetall eller vanligt jirn. Rymdgruppen G for denna
sortens gitter ir O,. Gruppen ir symmorf och dess
punktgrupp ir den kubiska gruppen O, med 48 symmet-
rielement. Under denna grupp dr en kub invariant med
avseende pa alla symmetrioperationer. Dess element
skisseras i figuren hir nedan.

| /
Cy, Cy, S4 (3, 8¢

Od

For alla grupper som innehaller inversion kan karaktirs-
tabellen erhéllas frin motsvarande tabell f6r gruppen
som saknar inversion. I vart fall 4r det gruppen O som
har foljande karaktirstabell.

0 E 8C, 3C, 6C, 6Cy’
A, 1 1 I 1 1
A, 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0
T, 3 0 | 1 -1
T, 3 0 -1 -1 i

For att konstruera tabellen for den fullstindiga karak-
tirstabellen f6r O, noterar vi forst foljande korrespon-
dens mellan klasser:

E i

8C; 85
3¢, 30
6C, 6S,
6Cy’ 60,
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Varje IRI" i gruppen O ger upphov till tva sidanai O, En
av dessa ir jimn under inversion, I',, medan den andra ir
udda, I',. Bada dessa representationer har samma karak-
tirer som i O for de fem fGrsta klasserna i O, De jimna
har ocksd samma karaktirer for motsvarande klasser,
medan de udda representationerna har negativa virden
tor motsvarande klasser. Hir kommer ndgra exempel pa
resultat man erhaller.

Oh E 8C3 3C2 6C4 6C2’ i 8S6 30'h 6S4 6Gd
E, 2 [0 T2 Jo Jo T2 [a 2 To o
E, |2 1 |2 o Jo 2 Ti 2 o 0

Uppgift: Konstruera hela karaktirstabellen f6r O, —
gruppen och kontrollera att resultatet satisfierar orto-
gonalitetssambanden. Tabellen finns ocksa i Physics
Handbook T-5.7.

Den forsta Brillouinzonen av bce-gittret ser ut som
foljer. Speciella punkter dr markerade f6r att underlitta
forstaelsen. En liknande figur finns 1 Physics Handbook
T-7.2.
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Punkterna som visas i figuren har féljande egenskaper,
som anges 1 tabellen tillsammans med vagvektorn och
antal element i stjdrnan f6r varje sadan speciell punkt k

(0<k<1).
Punkt Koordinat Go(k) 8o (k) q(k)
r (0,0,0) O, 48 |
H (0,0,2) t/a O, 48 1
N 0,1,1)t/a Dy, 8 6
P (1,1,1)r/a Ty 24 2
A (0,0,2x) w/a Cyy 8 6
A (X, K,X)T/a Csy, 6 8
z (0, k,K)TW/a C,, 4 12
D (x, L,1)n/a C,, 4 12
F (I-x, 1-x,14+%) /a Cs, 6 8
G 0, 1-x,1+x) /a C,, 4 12
Vi konstruerar nu symmetriadapterade Blochfunktioner
av LCAO-typ foér nagra punkter i BZ. Det betyder att
de primira Blochfunktionerna har utseendet (ej norme-
rade):
| BK .
Vialkir) = 0,0,(1) = 3.0, (nr)e™™ (VIILeY
n
dir /=0,1,2, ... och —1<»=<1. Vidare giller att ¢,,(r) =
$,,(0,5) =R, (NY,,,(0,0). De (2H41) funktionerna (VIIL.43)
bildar allmént for fixt virde pa /en reducibel represen-
tation for gruppen av vagvektorn k. Genom (VIII1.41)
kan vi f6rst konstruera symmetriadapterade orbitaler f6r
Gy(k) frin funktionerna ¢,
Punkten I
Vi boérjar med punkten I'(k=0). G,(0) ir den fullstindiga
gruppen O,. Karaktirerna for de (2/41) funktionerna
d,,,(t) ir for de tva forsta raderna av / foljande:
O, E 8C; |3C, [6C, |6Cy |i 8S¢ 36, |69, 60y
Yo (1=0) |f 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 (VIIL.44)
n=nH|3 0 -1 1 -1 -3 0 1 -1 1
Y I=2)|5 -1 1 -1 1 5 -1 1 -1 1
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Dessa representationer reduceras till

A
Yo lg (VIIL45)
71 Tlu
')/2 Eg +T2g
Vad detta betyder dr att med en s-funktion pa varje atom
i ett bee-gitter kan vi endast fa funktioner av 4, —sym-
metri, med p-funktioner enbart T}, —symmetri osv for
k=0.
Hir giller nu att ¢ = 1 och vi far da allmint att de m&j-
liga irreducibla representationerna kan ha dimensionen
1, 2 eller 3 for k = 0 i rymdgruppen G = O,. Dessa
IR betecknas péd foljande sitt med anvindning av den
beteckningskonvention som inférdes av Bouckaert,
Smoluchowski och Wigner (BSW):
BSW-beteckning Molekylbeteckning
I | A lg
F2 A2g
I 12 Eg
I'is Tig
I'ys Thg
I 1 Alu
r 2 A2u
r12’ Eu
I 15 Tlu
F25 T2M
(VIIL.46)

Hir giller sdledes beteckningarna I'; f6r rymdgrup-
per och A, etc f6r punktgrupper. Nir vi behandlar
kristaller skall vi anvinda BSW-beteckningar i forsta
hand, medan molekylbeteckningarna kan svara mot
lokala geometrier. Tabellen giller irreducibla representa-
tioner for rymdgruppen O,? och punktgruppen O, En
funktion som

9,,(r) = ¢(r)

transformeras enligt den irreducibla representationen
Ay, 1 0),—gruppen medan Blochfunktionen

(VIIL47)
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Ve(0:r)=0,9,,(r)=— 2¢,,,,( r)=— 2¢|r n) (VIIL48)

transformeras enligt den irreducibla representationen
I'; i O-gruppen. Det kan observeras att beteckningen
ocksa anger vilken vagvektor vi faktiskt refererar till. Det
kan vara intressant att se explicit vad som hinder nir
ett typiskt element i en rymdgrupp verkar pa respektive
(VIIL.47) och (VII1.48). Vi far for (VIIL.47):

{RIm} gy, (r) = q)oo({R Im}” r) = ¢OO(R‘1 r-R’ m) = (Z)OOIF{'1 (r —m)l = ¢jr —m|

(VIIL.49)
medan (VIIL.48) ger f6ljande:
RIM} Yo (0:r) = L 5 [RiIm}{1)
{RIm}y( ’r)_ﬁg{ mp{1In} ey, = (VIIL50)

- {ﬁ%lﬂ"(r—n')l — Vi (0:)

Om vi studerar d-funktioners beteende behéver vi pro-
jektionsoperatorerna och for att erhalla de korrekta kom-
binationerna av de aktuella funktionerna ¢,,,(r). Vi far da
till exempel (och skriver 2 = —2)

Y (0ir) = O, B 9, (r) = {\/— [¢22 )+ (])22(1' ]} Nf Z[‘Z’zz(n r)+¢,,(n, r)]
(VIIL51)

I bandberikningar med LCAO-funktioner dr slutresulta-
tet i allménhet en linjirkombination av Blochfunktioner
erhillna frin madnga olika basfunktioner. Foregaende
analys visar att om vi inkluderar atomorbitaler upp till
/som mest kan sidana kombinationer f6r k = 0 endast
innehélla atomdra s-orbitaler for tillstind med I';-sym-
metri, enbart p-orbitaler f6r I'j5-symmetri, etc.

Punkten A

Denna punkt i Brillouinzonen tillhér Gy(A) = Cy,. Grup-
pen innehidller rotationer kring endast en av de tre koor-
dinataxlarna. Till dessa kommer tva par av reflektioner i
normalplanen till de tva andra koordinataxlarna och tva
diagonalplan. Karaktirstabellen ser ut pa foljande sitt.
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Cyy E C, 2Cy 20, 20,
A(A) 1 1 1 1 1
Ay(By) | 1 -1 1 -1
A (Ay) 1 1 1 -1 -1
Ay (By) | 1 -1 -1 |
As(E) 2 -2 0 0 0
(VIIL.52)
Symbolerna inom parentes igenkdnner vi som dem for
punktgruppen C,, svarande mot rymdgruppens, O,%,
irreducibla representationer givna med BSW-beteck-
ningar i A—punkten. Representationerna som uppspinns
av klotfunktionerna har féljande karaktirer.
C4v E C2 2C4 20'v 20'd
Yo(l= 0) 1 1 1 1 1
Y(i=1) 3 -1 1 1 1
Yo(l=2) 5 1 -1 1 1
Yo (1= 3) 7 -1 -1 1 1
(VIIL.53)

Dessa representationer ir forstds reducibla och kan
reduceras till:

Yo = A4
(VIIL54)

Yz = A+ B+ By+ 2E

Uppgift: Visa dessa samband.

Hirav inses att Blochfunktioner av A;—symmetri kan
innehalla atomdra s-, p-, d- och ffunktioner. Blochfunk-
tioner av A, — och A, —symmetri kan innchalla 4- och
ffunktioner medan de av As—symmetri kan innehalla p-,
d- och ffunktioner.
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Gruppen Cy, dr en undergrupp till O, Fran en given
representation i O, kan vi bilda en representation i Cj,
genom att vilja ut de matriser som svarar mot elementen
1 Cy,. Vi underordnar da en representation for O, till Cy,.
En siadan underordnad representation dr vanligen redu-
cibel. Karaktirerna av underordnade representationer
erhdlls fran karaktdrstabellen f6r O,. Vi behover endast
identifiera de klasser i O, som innehiller elementen fo6r
C,,- Vi fir for de jimna irreducibla representationerna

(VIIL.46):
C4v E C2 2C4 ZO'V 20'd
r, 1 i 1 1 1
T, 1 1 -1 1 1
T, 2 2 0 2 0
Ts 3 1 1 1 -1
T 3 1 1 1 1
(VIIL.55a)
For de udda irreducibla representationerna ér resultatet:
C4v E Cz 2C4 20’V 20'd
T, 1 I 1 1 1
T, 1 1 1 1 1
Ty 2 2 0 2 0
T 3 1 1 1 1
Ty 3 1 -1 1 1
(VIIL.55b)
Reduktion till IR ger nu (jfr VIIL.52):
Fl = Al Fl’ = Al,
rz = Az Fz’ = Az,
F12=A1+A2 F12,=A1’+A2’
F15’=A1’+A2’ F15=A1+A5
r25’=A2’ +A5, r25=A2+A5

(VIIL56)
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Vi noterar litt att beteckningarna dr delvis konsistenta.
Reduktionen till underordnade grupper leder till kom-
patibilitetssamband. Representationen I'; dr kompati-
bel med A enbart, medan I'}, 4r kompatibel med bade A,
och A,. I diagrammet f6r bandstrukturen betyder detta
att ett band som har I';-symmetri vid I' maste fortsitta
i en A-riktning med ett band som har Aj—symmetri. Ett
band med I'j, —symmetri vid I' kan forvintas splittras
till tvd band nér vi rér oss ut i A-riktningen. En av dessa
komponenter har Aj—symmetri, den andra har A,—sym-
metri. Kompatibilitetsrelationer av detta slag dr mycket
anvindbara nir vi fran berdknade orbitalenergier for
olika k-vektorer gor korrelationsdiagram f6r banden.

Det kan noteras att punkten H 1 Brillouinzonen (ett h6rn
dir fyra sidor méts) har samma grupp for vagvektorn,
Gyk), som I

Uppgift: Forklara varfor.

Kompatibilitetsrelationerna (VIIL.57) giller dirtor dven
nir I' ersitts med H.

Foljande figurer visar bandstrukturen lings riktningen
I' — A — H {6r fyra alkalimetaller. Vi kan observera att
kompatibilitetsrelationerna  (VIIL.56) satisfieras men
dven att tillfilliga degenerationer upptrider.

Anvindning av planvigor

De allminna symmetribetraktelserna ovan ir oberoende
av vilka basfunktioner som anvinds fér bandberidkning-
arna, dven om detaljerna kan variera ndgot. Lédt oss
betrakta samma gitter som ovan men med en uppsittning
av planvagor (PW) som basfunktioner i stéllet f6r atom-
orbitaler. De ser ut pa féljande sitt, som vi vet sedan
tidigare:

M(ksE) = ™"
o= (VIIL57)

Sadana planvagor dr Blochfunktioner associerade med
vagvektorn k. Det dr dock inte den enda eftersom vi
ocksa kan skriva (jfr VIIL.32)
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[Imink+Kr)=e*"n(k+K;r) (VIIL58)

Det finns odndligt manga reciproka gittervektorer K, och
tor en given vektor k kommer uppsittningen

n(k+K;r);K = O’KI’KZ’ ..... (VIIISQ)

att vara en fullstindig funktionsuppsittning, som kan
anvindas som basfunktioner i en variationsrikning pa
foljande sitt:

v(k.r)= jdv' o(r—r)w(k;r)= Zn(k + K;r)Jdv' nk+K;r)y(k;r)
(VIILG60)

Nir ett element i en rymdgrupp verkar pa en planvag far
vi (jfr VIIL.31)

#ei[R(k**K)]‘(r_m) (VIIL61)

VNV
Om det giller att R e G (k), dvs om (VIIL.34) idr satisfierad
kommer (VIIL.61) att reduceras till
1 A R(k+K')|[.{r-m ~ik-m '
e e = R (LK) (vinLe)

Ou

{RIm}nk+K;r)=

{RIm}nk+K;r)=

Eftersom operatorn R inte forindrar lingden av den
vektor den verkar pa sa far vi

IRk +K) =k + K’| (VIILG63)

Nir en projektionsoperator (VII1.40), som associeras
med gruppen for vigvektorn, verkar pd en planvig
erhéller vi ddrfor en linjirkombination av planvdgor med
vagvektorer k + K’ av samma lingd som f6r k + K.

VIIIL.9 Transformationsegenskaper for
bcc-gitter

Vi kan illustrera detta férhillande med exemplet gillande

ett bee-gitter. Vi borjar med att géra en lista pd basvek-

torerna och de forsta uppsittningarna av direkta och

reciproka gittervektorer.
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Direkta rummet:

3

_a . _4a . a a 111.64)
a ==(LL1); a,=2(11,-1); a,=20-1,-1) v =&
=SL: =S A= S0l V=S
Reciproka rummet:
a a a 2

b, ==(1,0,1); b, =—(0,1,-1); b, ==(1,—1,0); == (VILO6Y)

=000 by =201 by =500k V=
Gittervektorer i direkta rummet:

Lingd Koordinater (1, W,, L3); jfr (VIIL.16)

0 [0,0,01;

a3/2 [£1,0,0]; [0,£1,0]; [0,0+1]; [1,-1,11; [-1,1,-1];

a [il,o’il]a [15-150]’ [-1a1’0]9 [0’1"1]’ [0’"1’1]7

Gittervektorer i reciproka rummet:

Lingd Koordinater v, v,, (v3); jfr (VIIL21)

0 {0,0,0};

V2/a {(x1,00}; {0#1,0}; {0021}; {1-11}; {-1L1-1};

Q/a {i1907i1}’ {1’_150}’ {_171’0}? {0’19—1}5 {07_171},

Transformationsegenskaper for de 12 K-vektorerna med

lingden 2/a

K,={1,0,0}=(1,0,1)1/a; K,={-1,0,0}=(-1,0,-1)1/a ;
K,={0,-1,0}=(0,-1,)1/a;  Kg={0,0,1}=(1,-1,0)1/a;
K,={1,1,0}=(1,1,0)1/a ; Kg={-1,-1,0}=(-1,-1,0)1/a ;
K,0={0,-1,-1}=(-1,0,D1/a; K;;={1,0,-1}=(0,1,1)1/a ;

(VIILG66)

De sex reciproka gittervektorerna med lingden 2/a kan
erhéllas frin (VI.17) genom att dndra tecknet i S,- och
o klasserna. Sa hir blir de:

L,={1,1,1}=(2,0,0)l/a ; L,={-1,-1,-1}=(-2,0,0)1/a ;
L,={-1,-1,1}=(0,-2,0)l/a;  Ls={1,-1,-1}=(0,0,2)1/a ;

(VIIL.67)
I tabellen nedan infor vi for enkelhets skull resultaten

endast for gruppen O (den “fOrsta delen” av O)) efter-
som de 6vriga kan erhillas genom teckenbyte. Eftersom
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K;={0,1,0}=(0,1,-1)1/a ;
K={0,0,-1}=(-1,1,0)1/a :
Ko={0,1,1}=(1,0,-1)1/a ;
K,,={-1,0,1}=(0,-1,-1)1/a

Ly={1,1,-1}=(0,2,0)1/a ;
L¢={-1,1,1}=(0,0,-2)1/a ;



dessutom K, =-K, dir7=1,3,5,7,9, 11 och analogt
tor gittervektorerna L; dr det tillrdckligt att ge resultatet
for sex K och tre L. Virdena i tabellen ar undre index for
K och L. Som vanligt anvinds X = -x etc.

Klass | Operation | K; | K; | K5 | K; | Kg | Ky | L [L, | Ly
Rf(x.y.2)

E f(x,y,2) 1 |3 |5 |7 |9 |11 1 |3 |5

8C3 | f(y,2,x) 11 |5 |10 |1 {4 |7 5 |1 3

fzx) [3 |8 |9 |2 |12 ]6 6 |2 |3

f(zx) 6 |1 |10 |11 |8 5 |2 |4

f.z.x) 12 17 (2 |9 |11 |5 6 |1 |4

f@xy) 17 103 |11 ]6 |1 3 15 |1

f&zxy) 8 1 12 [4 |5 10 4 |5 |2

fzxy 5 [2 |4 12 |8 |9 4 16 1

fxy |6 |9 |11 ]3 |7 |2 3 16 |2

3¢, [foxevz |9 |4 [7 |5 |1 |12 |1 |4 |6

fxyz |2 |11 ]8 |6 |10 |3 2 |3 |6

fxy2) 10 |12 [6 |8 [2 |4 2 14 |5

6Cs |fzy) |5 11 ]9 |1 |7 |4 1 |5 |4

fozy |7 1211 ]9 [5 |3 1 |6 |4

f(zy.x) 6 |12 13 |2 |7 6 |3 |1

f(zy,%) 10 |7 11 {1 |6 5 13 |2

f(x,2) 11 |2 6 |3 [10 |3 |2 |5

S ,x2) 4 19 |8 |5 |12 |1 4 |1 |5

6Cy’ |fxzy) |8 |3 102 Jle |12 |2 |6 |4

f(xzy) 6 |4 |2 10 |8 |11 2 |5 |3

fyx) |2 |5 |3 |12 ]9 |8 6 |4 |2

f (z,y.x) 1 |8 |11 |4 |10 |5 5 14 |1

S xz) 12 [10 |5 |8 |4 |2 4 |12 |6

fOoxz)y 3 |1 |6 |7 |11 ]9 3 |1 |6

Detta ger karaktirerna

O, e [scs |3c, Jec, Tec, Ti 8Ss |30, |65,

T [z o Jo Jo [2 [o o [4 TJo

Iy, le Jo 2 J2 Jo Jo Jo [4 Jo
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Uttryckt i irreducibla representationer blir detta:

FK =A1g+Eg+T2g+T1u+T2u

(VIIL.68)
FL = Alg +Eg+T1u
Om vi nu inf6ér beteckningarna
n, =nK;r); i=12,..,12 (VIIL69)
X = TI(L_,;I‘)Q j=12,...6
sd betyder detta att funktionerna
12 6
>n, och Yy, (VIIL70)
i=1 i=1

transformeras enligt I';. Fér vrigt far vi féljande trans-
formationsegenskaper

Funktion Representation
E, E,
Q ni OCh Q Z},’ F]z
QT“'H,» I'ys
T Tu
Q"1 och Q" y, I
Q"™ n, Ty
(VIIL71-74)

VIIIL.10 Ovningsuppgifter

1. Hirled matriserna R i ett rektangulirt koordinatsys-
tem [jfr (VIIL3)] for féljande operationer: Cy,, €y, O,
(reflektion i xy-planet), 7 (inversion), G, (reflektion i ett
plan som innehdller -axeln och linjen x = y). Kontrollera
att matriserna ir ortogonala. Finns det andra sitt att kon-
trollera att de dr korrekta?

2. Verifiera uttrycket for inversen till en rymdgrupps-
operation.

3. Ar punktgruppsdelen av en symmorf rymdgrupp en
normal undergrupp?
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4. Vartor dr en translationsgrupp Abelsk?

5. Lit N representera antalet enhetsceller (eller gitter-
punkter m) i det direkta gittret. Hur manga vagvektorer
k finns det da i forsta Brillouinzonen?

6. Kontrollera att basvektorerna a; och b, satisfierar

(VIIL.20).
7. Visa att (VII1.26) dr korrekt £f6r en plan vég.

8. Visa explicit genom att anvinda (VII1.27) att Oy édr en
projektionsoperator.

9. Vad blir resultatet om operatorn verkar pd en plan vag

W?

10. Hirled sambandet mellan normeringskonstanten N,
tor Blochfunktionen (VII1.29) och 6verlappsintegralerna
tor atomorbitalerna.

11. Visa (VIIL35).
12. Verifiera (VI11.41c).

13. Skriv f6r bee-fallet de foérsta delsummorna av en
Blochfunktion (VII1.43) svarande mot uppsittningar av
nirmaste grannar av samma ordning for:

ak=0

b)k = (1,1,1) mw/a (P)
¢)k=(0,02¢) /a,0<x < 1, (A)
d) k =(x,x,x) w/a, (A)

14. Verifiera (V111.45). Hur kan vi inse direkt frin karak-
tirstabellen (VIIL44) att s- och d-orbitaler uppspinner
jamna (g) IR och att p- och forbitaler uppspinner udda
IR?

15. Antag att vi anvinder fem d-orbitaler ¢,,, 7 = -2,
-1, 0, 1, 2, £6r varje jirnatom i ett bee-gitter. Konstruera
orbitaler som transformeras enligt:

a) I'12 och I5' for T
b) A{, By, By for A.
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16. Lit k — 0 £6r symmetriorbitalerna som bestimdes 1
uppgift 15 t6r A. Jamfér med dem som erhalls £6r I'.

17. Skriv en Blochsumma av p-orbitaler for ett bee-gitter.
Lat k = 0. Verka pa denna Blochsumma med ett god-
tyckligt element i rymdgruppen O,. Varfor kan en sidan
summa inte vara av . -symmetri?

18. Skriv en Blochsumma av p-orbitaler f6r ett bee-gitter

med ett k av A-symmetri. Kan en sidan summa vara av
Aj -symmetri? Motivera svaret.
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IX. Molekylidr symmetri och
molekylrorelse

Vi vet fran den klassiska mekaniken att en stel kropps
allminna rorelse kan delas upp 1 tvé typer av fundamen-
tala kollektiva rorelser; translation och rotation. For en
molekyl (och dven for en fast kropp) tillkommer en inre
rérelse mellan atomerna, som ror sig i forhallande till
varandra pa ett sadant sitt att masscentrum for systemet
forblir i vila (vi antar att inga yttre krafter verkar). Dessa
rorelser kallas vibrationer, och de ir en viktig bestands-
del av molekyldynamiken.

Roérelsemonstret bestdims till stor del av molekylens
symmetri, och de méjliga kollektiva rorelserna kan man
bestimma genom att underséka molekylens beteende vid
olika symmetrioperationer. Vi gér det nedan for varje typ
av rorelse for sig och viljer ater H,O-molekylen (eller
vilken treatomig, icke-linjir molekyl som helst, som till-
hér G, -punktgruppen) som férséksobjekt.

IX.1 Translation

Figuren nedan visar translationsrérelsen uppdelad med
avseende pa koordinataxlarna 1 ett Cartesiskt koordinat-
system. Alla atomer r6r sig hir med samma fart och dt
samma hall.

H H H H
y A//> H
x Ty T T,

y

Translationsrorelser hos HyO-molekylen.
Om operationerna for gruppen utfors pa dessa transla-
tionsvektorer blir resultatet féljande for exempelvis T,

(spegelplanen definieras i kap VI.3):

ETX = (1)Tx’ CZTX = (_1)Tx’ GVTX = (l)Tx’
GI/,TX = (_1)Tx
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—.>
translation

vibration

Cartesiskt  koordinatsystem
= ortonormerat koordinat-
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Uppgift: Utfor motsvarande symmetrioperationer pa T,
och T.

Uppgift: Ange den irreducibla representationen for
samtliga translationsmoder f6r H,O-molekylen.

Symmetrioperationerna ger 1 samtliga fall transforma-
tionsmatriser som innehéller endast +1 eller -1 och leder
siledes inte till en blandning av olika koordinataxlar. 1
andra fall, t.ex i punktgruppen Cj,, som vi har undersokt
tidigare 1 manga sammanhang, kan resultatet av trans-
formationen bli en 2X2-matris. Fér molekyler med dnda
hégre symmetri fas matriser av dndd hégre ordning,

Translationsrorelsen kan uppenbarligen forhélla sig pa
tva olika sitt till symmetrioperationerna i C,,. Antingen
ar den oférindrad eller ocksd byter den tecken, vilket
betyder att molekylen déa ror sig at motsatt hall i rela-
tion till koordinataxlarna. I det férra fallet sdger man att
translationen 4r symmetrisk med avseende pa symmetri-
operationen, 1 det andra fallet antisymmetrisk.

Det kan noteras att translationer kommer att se ut pa
precis samma sitt for alla molekyler oberoende av vilken
symmetrigrupp de tillhér, men representationerna blir
dnda olika eftersom symmetrielementen idr specifika for
de individuella punktgrupperna.

IX.2 Rotationer

Figuren nedan visar rotationsrorelsen uppdelad med
avseende pa koordinataxlarna i ett Cartesiskt koordinat-
system. Samtliga atomer roterar i varje enskild rotations-
rorelse omkring det gemensamma masscentrumet for
systemet med oférindrad molekylgeometri.

z 0 0 0
Ry Ry R,

Rotationsrorelser hos HyO-molekylen.
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Hir betyder R, rotation omkring x -axeln, etc. Observera
att pilarna endast anger en momentan rorelseriktning
och att de inte heller gbr ansprdk pa att visa amplituder.
Systemet roterar alltid omkring ett stillastiende mass-
centrum och rérelsen hos den tunga syreatomen blir
liten jamfért med rorelsen hos viteatomerna.

Gruppoperationerna fér dessa rotationer ger féljande
resultat exempelvis f6r R, :

ERX = (1) RX; CZRX = (_l) Rx; GI/'RX = (_1) Rx;
o, R, =1 R,

R, kommeralltsi ¢j att transformeras som T, utan som T).
Rotationsrorelsen kan som translationsrorelsen foérhalla
sig pa tvd olika sitt till symmetrioperationerna i G,
Antingen ir den oférindrad eller ocksa byter den tecken.
Det senare fallet betyder att molekylen roterar 4t motsatt
hall i férhallande till koordinatsystemet. I det f6rra fallet
sdgs rotationen vara symmetrisk med avseende pa sym-
metrioperationen, i det andra fallet antisymmetrisk.

For R) och Rz kan motsvarande transformationsmatriser

bestimmas. C,» L,
Uppgift: Utfor symmetrioperationerna pa R och K. . R"O o
O N A
R
Uppgift: Ange den irreducibla representationen for

y
Cypr A 2
samtliga rotationsmoder f6r H,O-molekylen. AZ/,H/.\H./ —> /.H/.\H,/
R, R,

IX.3 Vibrationetr

Figuren nedan visar schematiskt vibrationsrorelsen for
vattenmolekylen uppdelad pa de tre olika méjliga grund-
svingningarna (normalvibrationerna). Dessa svingnings-
rérelser erhaller man genom att 16sa rérelseckvationerna.
Observera att svingningarna dger rum under villkoret att
masscentrum star stilla.
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Alla de vanliga
karaktarstabellerna

finns i
Physics Handbook

VIAp) 121%80) v3(By)

AN

E 1 1 1
¢ 1 1 1
o, 1 1 1
c; 1 1 1

Vibrationsrorelser hos HyO-molekylen.

Resultatet av symmetrioperationerna pa normalsving-
ningarna visas ovan. Tvd av vibrationsmoderna dr tydli-
gen helt symmetriska medan den tredje dr antisymmetrisk
med avseende pa tvd av symmetrioperationerna.

IX.4 Karaktirstabeller

Mankan gbrandgraviktigaallmdnnaiakttagelserangaende
kirnrérelserna. For det forsta si kommer translations-
och rotationsrorelsernas  transformationsegenskaper
uppenbarligen att vara lika f6r alla molekyler i punkt-
gruppen. Antalet normalsvingningar kommer dédremot
att bestimmas av antalet atomer och deras utseende
kommer att vara beroende av den exakta geometrin hos
molekylen. Fér det andra giller att alla kollektiva rorelser
kan uttryckas med de irreducibla representationer som
gruppen innehaller.

Som nidmnts ovan i flera sammanhang visar det sig att
man vanligtvis erhdller mycket utforlig information
redan genom att betrakta karaktiren av transformations-
matrisen, och man féredrar darfor att arbeta med denna.
Transformationsmatriserna representeras salunda av sina
spar, som samlas i karaktéirstabeller som vi redan har
visat f6r C,, och (5, Translations- och rotationsrorelser
har samma transformationsmatriser for alla moleky-
ler inom en punktgrupp, och dessa matriser svarar mot
irreducibla representationer fér gruppen. Det dr dirfor
m6jligt att inkludera dven dessa i karaktirstabellen, och
det gbrs ofta. Nedan visas en sadan utforlig karaktirsta-
bell f6r punktgruppen C,,, som innehaller dven vibra-
tioner f6r H,O och liknande treatomiga molekyler.

98



Végfunktion | C,, E |G |o, o,” | Rotation och H,0-
translation vibrationer

¥ Ay 1 1 1 1 T, vy och v,

v, M IR EE

v, B, B RN

v, B, |1 |11 |1 |r.& vy

Kolumnerna lingst ut till vinster och till hoger anger
storheter som 4dr molekylspecifika och brukar inte inga
i karaktirstabellen. De dr medtagna hir f6r tydlighets
skull.

Nu skall vi till slut lite mer systematiskt inféra beteck-
ningarna for olika uppsittningar av karaktirer (irreduci-
bla representationer), som visas 1 den vinstra kolumnen
(C,,) av den ordinarie karaktirstabellen. De foljer den
konvention som féreslogs av R.S. Mulliken. Enligt denna
giller féljande:

Mullifen

1) Endimensionella irreducibla representationer (eller
symmetrityper) (IR) betecknas A4 eller B. .4 anvinds for
symmetrityper som transformeras symmetriskt, dér 1
betyder symmetrisk och -1 antisymmetrisk, med avseende
pa huvudvridaxel (se kolumn C, ovan). B anvinds om
transformationen dr antisymmetrisk med avseende pa
huvudaxel. Sma bokstiver anvinds ocksi, vilket vi skall
aterkomma till i samband med orbitaler.

2) Tvadimensionella IR betecknas E.

3) Tredimensionella IR betecknas T eller F.

4) Flera IR av samma dimension och symmetri med
avseende pa huvudvridaxel sirskiljes med index A, A5,

5) Om punktgruppen har ett symmetricentrum kan
jaimna och udda representationer av samma dimension
och index sirskiljas med g (gerade) och # (ungerade)
beroende pa hur de transformeras under operationen 7.
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Foljande karaktirstabell erhalls 6r C5, -gruppen:

Cs, E 2C3 | 30, | Rotation och
translation

A 1 1 1 T

A, 1 1 -1 R

E 2 -1 |o (T,.,T,), (R,R,)

Den sista raden uppstir ur 2X2 transformations-
matriser, som svarar mot att motsvarande rorelser inte dr
oberoende. Denna symmetrityp, som kallas E, sdgs vara
tvafaldigt degenererad (entartet pa tyska). Bade trans-
lations- och rotations-rérelserna har hir en tvifaldig
degeneration.

Uppgift: Molekylen formaldehyd, H,CO, tillh6r punkt-
gruppen C,,. Molekylen dr plan och har sex sa kallade
normalvibrationer. Dessa vibrationer kan karakteriseras
med hjilp av de irreducibla representationerna .4y, A,
By, B, for gruppen pa samma sitt som vi redan gjort
tor H,O. Alla dessa representationer kommer kanske
inte att finnas med men de dr de mojliga. Representa-
tionerna aterfinns 1 karaktirstabellen f6r C,, ovan. Gor
denna symmetriklassificering f6r H,CO. Normalsving-
ningarna visas schematiskt i figuren nedan. Plus- och
minustecken 1 figuren betyder att atomerna rOr sig ut
ur eller in mot papperets plan. Pilarna anger rorelserikt-
ningar men knappast amplituder. Tunga atomer r6r sig
lite jAmfért med ldtta, men det dr inte sd enkelt att fa
fram det i en sddan hir bild.

Numreringen av svingningarna dr den som vanligen
anvinds i litteraturen. Energin for respektive sving-
ningsmod 4t i enheten cm™: v; = 2780 (C-H stretch);
v, = 1743,6 (C-O stretch); v5 = 1503 (C-H bend);
v, = 2874 (C-H bend); v5 = 1280 (in-plane bending);
Vg = 1167 (out-of-plane bending).
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Normalvibrationer hos H,CO-molekylen.

IX.5 Representationen fér 3nX3n-

matrisen

Transformationsmatriserna f6r den 3x-dimensionella
rérelsen hos en molekyl bildar en reducibel representa-
tion. Denna representation kan 16sas upp i en summa av
irreducibla representationer, som svarar mot de grund-
rorelser 1 form av translation, rotationer och vibrationer,
som dr méjliga. Vi skall strax ga igenom en bra metod
tor detta med anvindning av karaktirstabeller, men forst
dock gbra foljande viktiga konstaterande betriffande
bidraget till karaktiren.

Diagonalelement upptréder i transformationsmatrisen endast om
symmetrioperationen lamnar atomens position oforindrad

Konstaterandet kan tyckas vighalsigt, men med en smula
eftertanke under betraktande av exempelvis transforma-
tionsmatrisen f6r H,O-molekylen i avsnitt IX.2 Gverty-
gas man litt om detta. Vi skall exemplifiera anvindningen
nedan.
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For att erhdlla de irreducibla representationerna ricker
det enligt avsnitt IX.4 ovan att bestimma karaktdren f6r
de olika transformationsmatriserna hos den reducibla
representationen. Eftersom endast oskiftade atomer ger
bidrag till karaktiren kan detta bidrag faktiskt bestdim-
mas en gang for alla och tabelleras for varje symmetri-
operation. F6r varje oskiftad atom fas foljande bidrag
(GAmfoér 372X 3n transformationsmatrisen). For alla andra

blir bidraget noll.
Symmetrioperation Bidrag till karaktiren
for varje oskiftad atom
E 3
o 1
i -3
C, -1
1 2
C3 ’ C3 0
T -3
Cy,Cy
T .5
Cq , Cg 2

Uppgift: Visa att 9x9-transformationsmatriserna for
H,O-molekylens koordinater har de virden pd karak-
tiren for 6 och C, som anges i tabellen ovan (endast
O-atomen oskiftad).

Uppgift: Betrakta CO,-molekylen och visa for en (x,
7, R)-bas att inversionen 7 ger det bidrag till karaktiren
hos transformationsmatrisen som anges i tabellen ovan
(endast kolatomen oskiftad).

Vi tillimpar nu denna kunskap foér att studera rérelsen
mer ingdende hos nagra olika molekyler.

Exempel 1.

En vattenmolekyl (H,O) tllhoér punktgruppen C,,.
Bestdm karaktiren f6r den 37-dimensionella representa-
tionen, som innehiller en 37X 3zn-transformationsmatris
tor varje symmetrioperation.
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Loésning:

E: Vid identitetsoperationen E limnas alla tre atomerna
i oférindrade ldgen. Bidraget till den reducibla represen-
tationen blir alltsa 3X3 =9

Cy: Vid Cy-operationen limnas endast syreatomen
ofdrindrad. Bidraget till representationen blir dd 1X(-1)
=-1

o, : Vid o,operationen limnas endast syreatomen

ofdrindrad. Bidraget till representationen blir da 1x1 =
1

o, : Vid o, -operationen limnas alla atomerna oférin-
drade. Bidraget till representationen blir da 3x1 =3

Tabellen nedan visar den resulterande reducibla repre-
sentationen.

Cyy E C, G, c,
x 9 -1 1 3

Exempel 2.

Metylhalogeniderna, CH;X, (dir X = F, Cl, Br, I) tillhor
punktgruppen Cj,. Bestim karaktiren f6r den 3#-dimen-
sionella representationen.

Loésning:

Vi anvinder bidragen till karaktiren som ges i tabel-
len ovan for oskiftade atomer. For att veta vilka som ér
oskiftade behéver vi kinna till molekylens geometri. Den
ser ut pd toljande sitt:

H—C—X —»
H/ -

Vi gar tillviga pd samma sitt som i exempel 1 och far
direkt f6ljande reducibla representation.

C3V E 2C3 36
X 15 0 3

Vv
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Antal Antal moder
atomer | linjéra| icke-
linjéra
2
3 4 3
4 7 6
5 10 9
6 13 12

IX.6 Normalvibrationer

Som vi konstaterat ovan kan en molekyls rérelse beskri-
vas med hjilp av sa kallade normalkoordinater dir varje
normalkoordinat beskriver en bestimd typ av kollektiv
rorelse hos atomerna. Det finns tre normalkoordinater
tor translation, dvs dir alla atomer r6r sig lings med
koordinataxlarna. Det finns vidare, utom fér linjira
molekyler, tre normalkoordinater f6r molekylrota-
tion, ddr alla atomer roterar gemensamt runt respektive
koordinataxel. Linjira molekyler roterar inte omkring
molekylaxeln utan dessa har endast tva frihetsgrader for
rotation.

Alla Ovriga frihetsgrader anvinds av molekylen for
interna svingningar, dir atomerna ror sig pa ett syste-
matiskt sitt relativt varandra. Dessa svingningar kallas
vibrationer och beskrivs vanligen med normalkoordi-
nater for vibrationer. Rérelserna kallas normalvibra-
tioner.

Antalet normalvibrationer beror uppenbarligen av anta-
let atomer och kan litt, som visas nedan, bestimmas ur
antalet frihetsgrader, som dr 37, om # dr antalet atomer
i molekylen.

a. Icke-linjdra molekyler:

Antal frihetsgrader f6r translation plus rotation = 3 +
3=0.

Hirav fas antalet normalvibrationer = 37 - 6.

b. Linjara molekyler:

Antal frihetsgrader f6r translation plus rotation = 3 +

2 =75,
Harav fas antalet normalvibrationer = 37 - 5.

Exempel 1.

Bestdm antalet normalvibrationer f6ér vattenmolekylen
H,O0.

Loésning:

Antal frihetsgrader = 3X3 = 9. Av dessa gir 6 at till
translations- och rotationsrorelserna. Antalet normal-
vibrationer 4r alltsa 3. Vi skall se lingre fram att detta blir
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resultatet dven nir vi reducerar de stora 37X3# transfor-
mationsmatriserna fér molekylen, som ju bor innehalla
samtliga molekylrorelser, till en icke mera reducerbar
form.

Exempel 2.

Bestim antalet normalvibrationer fér den linjira koldi-
oxidmolekylen CO,.

Loésning:

Antal frihetsgrader = 3X3 = 9. Av dessa gir 5 at for
translations- och rotationsrorelserna. Antalet normal-
vibrationer ér alltsa 4.

Exempel 3.
Bestdm antalet normalvibrationer f6r bensenmolekylen
CeHs. II—I
H~ F’/C\g - H
H” C\‘?/C‘ H
Loésning: H

Antal frihetsgrader = 3X12 = 36. Av dessa gar 6 at for
translations- och rotationsrorelserna. Antalet normal-
vibrationer ar alltsa 30.

IX.7 Analys av reducibla

representationer

Transformationsmatriserna f6r molekylrorelsen bildar
i allmédnhet inte irreducibla representationer f6r punkt-
gruppen. For att erhilla sddana maste rérelsemonstret
viljas med viss omsorg. Det vanliga idr, speciellt om man
viljer 3#X3n-matrisen, att representationen ér reducibel,
vilket Gversatt till rorelseménster betyder att representa-
tionen beskriver flera olika normalrérelser. Naturligtvis dr
det sd att 37X3z-matrisen innehaller alla normalrorelser
eftersom den innehaller alla frihetsgrader. Varje normal-
koordinat (37 st inklusive translation och rotation) trans-
formeras alltsa som nagon irreducibel representation for
den punktgrupp, som molekylen tillh6ér. Normalkoor-
dinaterna bildar en bas for representation till gruppen.
Allmint giller (se kap IV)
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xR Xi(R))
AR Xi(R,)
+XR3) Xi(R,)

= (IX.1)

dir £ dr antalet irreducibla representationer hos grup-
pen, ¥, ir den irreducibla representationens karaktir och
a; det antal ginger ,; upptrider i den reducibla repre-
sentationens karaktir y(R). Vi skall nu férsoka erhalla
de olika irreducibla representationerna ur detta uttryck.
Vi multiplicerar t6rst med 7y, (R) och summerar 6ver K,

vilket ger
> HRLR=3 TR, R
dir (IX.2)

2 (R (R)=6, ¢

R

och 8, i Kroneckers delta.
Harav fas

g, *(R)x,(R)=a, g (IX.3)
och saledes

a; = é; X(R)x,(R) (IX.4)

Detta uttryck innehaller alla symmetrielement. Vissa R
tillh6r samma klass om det finns degenererade (flerdi-
mensionella) representationer. Det ér givetvis enklare att
summera enbart Gver de olika klasserna. Om vi viljer att
gbra det blir slututtrycket f6r bestimning av @, f6ljande:

1
a;=— > ny X(R)x:(R) (IX.5)

alla
klasser

dir ny dr lika med antalet symmetriclement i klassen. De
normalkoordinater som bygger upp en reducibel repre-
sentation kan siledes litt erhallas genom detta uttryck.
Resultatet dr en fullstindig analys av molekylrorelsen
uttryckt i termer av symmetri.
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Exempel 1.

Still upp den reducibla representationen fér normal-
rorelserna 1 HyO-molekylen och ange med ledning av
denna vilka rérelser som kan férekomma samt symmet-
ritypen f6r dessa.

Loésning:

Antal symmetrielement i punktgruppen g = 4. Den redu-
cibla representationen finns i exempel 1 i féregdende
avsnitt. Vidare giller att alla x,(R) har beloppet ett ef-
tersom det enbart finns endimensionella IR.

Hirav fis med anvindning av sambandet ovan

A =%[9><1+(—1)x1+1x1+3><1]:3

A2=i[9><1+(—1)><1+1><(—1)+3><(—1)]=1
Bl:i[9x1+(—1)><(—1)+1><1+3><(—1)]=2
B2=%[9x1+(—1)><(—1)+1><(—1)+3><1]:3

Den reducibla representationen innehéller sdlunda fol-
jande IR:

T'=3A +A, +2B +3B,

Karaktirstabellen ger féljande representationer fOr trans-
lation och rotation:

[g =A +B +B,

trans]
I.=A,+B +B,

Kvar for vibrationsrorelser ar alltsa
I, =24 +B,

Dessa normalvibrationer visas nedan (se dven IX.3).

VIAp) V(A v3(By)

AN

Normalvibrationerna brukar betecknas med v samt ett
nummer. Symmetritypen féljer inom parentes.
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H,CO

Exempel 2.

Still upp den reducibla representationen fér normal-
rorelserna i H,CO-molekylen och ange med ledning av
denna vilka rérelser som kan férekomma samt symmet-
ritypen for dessa.

Loésning:

Molekylen tillhér samma grupp som vattenmolekylen.
Antal symmetrielement i denna punktgrupp dr som vi
vet ¢ = 4. Den reducibla representationen blir

b

C2v " E C2 Gv Gv
P D

Hirav fas koefficienterna pa samma sitt som f6r H,O.
1
A =Z[12><1+(—2)><1+2><1+4><1]=4
1
A, :Z[lzx1+(—2)><1+2x(—])+4><(—1)]:1

B, :%[12><1+(—2)><(—1)+2><1+4><(—1)]:3

32=i[12x1+(—2)><(—1)+2><(—1)+4><1]=4

Den reducibla representationen innehéller silunda fol-
jande IR:

T'=4A +A, +3B, +4B,

Karaktirstabellen ger precis som f6r H,O foljande re-
presentationer for translation och rotation:

[y =A +B +B,

transl

I'n,=A,+B +B,
Kvar for vibrationsrorelser ar alltsa

I, =34, +B,+2B,

Dessa normalvibrationer visas i avsnittet ovan, men vi
kan nu ligga till symmetritypen £6r varje enskild normal-
vibration. Resultatet visas i tabellen nedan.
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Mod Vi Vs V3 Vi Vs Vg

Symmetri Ay Ay Ay B, B, B,

Exempel 3.
Hur manga normalvibrationer finns det av varje symmet-
rityp f6r metylklorid, CH;CI?

Loésning:
Molekylen tillhér punktgruppen Cj,. Analogt med tidi-
gare exempel fds direkt foljande reducibla representa-

tion.
Csy = 2C, 30,
r [ 15 0 3

CH,Cl

Vi vet ocksa att det totala antalet normalmoder 4r = 15
-6=09.

Hirav fas koefficienterna pd samma sitt som f6r H,O
och H,CO.

A ==[Ix15x1+1x0x1+3x3x1]=4

A, ==[1x15x1+1x0x1+3%x3x0]=1

— o= &|[—

E:g[1x15x2+2><0x1+3><3x0]:5

Frin karaktirstabellen f6r G, finner vi att

I =A+E
I,=A+FE

Kvar for vibrationsrorelser dr alltsa F(TX’TY) =E
I, =34 +3E

Totalt far vi saledes 9 stycken normalvibrationer (efter-
som E-moderna dr dubbelt degenererade), vilket dr det
férvintade antalet.

109



IX.8 Ovningsuppgifter

1. Bestim antalet normalvibrationer f6r molekylen CF,

2. Bestim symmetrin hos samtliga normalvibrationer i

den linjira molekylen C;0,.

3. Bestim antalet normalvibrationer av varje symmetri-
typ f6r etenmolekylen, C,H,. Molekylens utseende visas

schematiskt 1 figuren nedan.

Etenmolekylen och koordinatsystem

=3

H

Etenmolekylen.

e
c\. )

Molekylen tillhér punktgruppen D,,, for vilken karak-

tirstabellen ser ut pa foljande imponerande sitt:

Doy | E | Co@ | Coy) | Colx) | i o(xy) | o(xz) |o(yz) | Rot.
Transl.

A, |1 |1 1 I T 1 1

B, It |1 1 1 T -1 1 R

By, 1 |-1 | 1 S | -1 R,

Bs, |i 1 -1 -1 1 | -1 -1 1 R,

A, 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

B, 1 [1 1 1 1 |- | 1 T,

Bo, |1 -1 1 1 R | | T,

By, |1 |-1 1 I EE | 1 T,
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Appendix 1

Eulervinklar

Det finns flera olika mdijligheter att definiera vinklar,
men de vanliga i symmetrisammanhang dr de sa kallade
Eulervinklarna, som betecknas o, 3, y. De definieras
i figuren nedan. Som synes 4r vinklarna o och i det
ursprungliga x,),z-systemet med vertikal z-axel lika med
vinklarna ¢ respektive 0 i ett sfiriskt koordinatsystem.

En allmin forflyttning av ett fast féremal svarande mot
rotation kan erhallas genom tre rotationer omkring
tvd av de tre fixa och inboérdes ortogonala axlarna i
féremalet. Denna rérelse visas i figuren dér rotationsrikt-
ningen dr samma som for en hégergingad skruv, som
skruvas in. Rotationerna féljer den ordning som visas,
dvs man borjar med en rotation o (0S0<2m) omkring
den vertikala z-axeln, fortsitter direfter med en rotation
B (0=B<m) omkring den nya y-axeln, som kallas y’, och
avslutas med en rotation y (0=y<2m) omkring den nya
z-axeln som benimns 3.

Uppgift: Berikna liget 1 rummet x,),z for en punkt 1
(53 = (1, 0, 0) som forflyttats med Eulervinklarna o,
B,y = 45°, 45°, 45°.
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Appendix 2

Kommutatorrelationer

I kvantfysiken dr kommuteringsrelationer vanliga. Det
sammanhinger med att operatorer som kommuterar kan
ha simultana egenvirden, och att motsvarande fysiska
storheter kan mitas oberoende av varandra. En mitning
av en sdadan fysisk storhet ger det egenvirde, som sam-
manhinger med motsvarande operator.

Kommutatorn definieras som
[4.8]= A~ b
och foljande allmidnna ofta férekommande och anvind-

bara kommutatorsamband kan stillas upp for linjira
operatorer:

4. B]=[cA, B]=[A o]

[4.8+C|=[A.B| +[4.¢]

[4.5¢]=[4.8)6+ HA.¢] och [ABC=[A B+ A[B.¢]
Féljande samband kan stillas upp fér operatorer som

representerar vanliga fysiska storheter:

tpleins [i]=an 2o [w)=ilp; [p]=-n 2

Kommutatorrelationer f6r impulsmoment:
2

r=\l{ =L +L +L

2 I 1_0lr27]1_

|2.L,]=[2L,]=[2.1,]=0

|L.L,)=inl,; [L,.L]=inL,: |L,.L,]=inL,

¥
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Appendix 3

Punktgrupper

En molekyls symmetri bestims av dess kdrnkonfigura-
tion (geometri) i det aktuella kvanttillstindet. Symmetrin,
som denna konfiguration har, kan bestimmas med hjilp
av fem symmetrielement, E, C,,
ducerat i kapitel 1. En molekyl kan ha flera av dessa ele-

c, 7, 5, som vi intro-

ment av symmetri, men behéver inte ha alla. De som ar
anvindbara definierar en grupp, och denna grupp kallas
en punktgrupp, (punkt dirfér att gruppoperationer-
na limnar atminstone en punkt ostérd (masscentrum)).
Varje molekyl och vatje kvanttillstind kan tillordnas en
sadan grupp. Vanligen utgar man frin kirnornas geomet-
riska arrangemang i neutrala grundtillstindet, och det
gor viide exempel, som ges vid presentationen av nigra
viktiga grupper i foljande tabell.

Punktgrupp Symmetrielement | Exempel

(utom E)
C, Ingen symmetri CHFCIBr
C, En C,-axel H,0,
C, En C;-axel
G (=Sy (=5 Trans-CIBrHC-CHB1Cl
C,(=C,=Cy) |Enc NOCI, C4H,SBr (Bromtiofen)
Cyy C,, 20, H,0, §0,, H,CO (Formaldehyd)
Cs, (3,30, NH;, CH;X (X=F, Cl, Br, I)
Cyy C,, C, (samma SFsCl

som Cy—axeln),

40,
C.y C.,, =C,, 0, CO, NO, N,0, HCN, BrCN, CIBr
Cop C,, 0y, i Trans-HCIC=CCIH
Dyqy 3C, (ortogonala), | H,C=C=CH, (Allen)

1S4 (samma axel
som en Cy), 20,
(genom S,)

Djy 1C5,3C, H;C=CH; (Etan)
(ortogonala mot
C3), 1S (samma
axel som en C3),
i,30,

Dsy 1Cs, 5C, Fe(CsHs) , ( Ferrocen)
(ortogonala mot
Cs), 1519 (samma
axel som Cs), 7,
SGd
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3C, (ortogonala),
30 (ortogonala), i

C2 H 4 (Eten)

1C3,3C,
(ortogonala mot
C3), 30'v , Op

CH,, BF,

1Cy4, 4C,
(ortogonala mot
Cy), 40,, 04, 1C,
och 15, (bada

sammanfallande
med Cy), i

C4Hg (Cyklobutan)

1Cq, 6C,
(ortogonala mot
Cs), 60, 03, 1C;,
1C5 och 1S (alla

sammanfallande
med C6 ) 5 i

CgHg (Bensen), CgFg (Hexafluorbensen)

th

1C,,, C,
(ortogonala mot
C..), >0, 0, C,
och S, (bada
sammanfallande
med C,), i

Nz, 02, COz, C302, C2H2 (Acetylen)

3C, (inbordes
ortogonala), 4C5,
60 R 3S4 s

(sammanfallande
med C,)

CH, (Metan), SiF, (Kiseltetrafluorid)

3C, (inbordes
ortogonala), 4Cj,
i, 35S, och C,,
(sammanfallande
med Cy), 6C,,
90, 454
(sammanfallande
med Cy),

SFg (Svavelhexafluorid), WF¢
(Wolframhexafluorid, UFg (Uranhexafluorid

Ett cantal C_,
ooch i

Alla atomer
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REGISTER

Abelsk grupp
Avbildning

Basfunktion

bce-gitter

Bimingd
Blochfunktion
Born-Karman-region
Bravaisgitter
Brillouin-zon

Direkt produktgrupp
Eulervinklar
Faktorgrupp
Gruppalgebra
Gruppostulat
Homomorfism
Irreducibel representation
Isomorfism
Kommuteringssamband
Konjugerad klass

Kroneckers produktmatris
Mulliken
Normalkoordinater
Normalvibrationer
Primitivt gitter
Punktgrupp

Reciprokt gitter
Rymdgrupp
Schrédingerekvationen
Schurs lemma
Similaritetstransformation
Stjarnan
Symmetriadaption
Symmetrielement
Symmorf rymdgrupp
Transformation

Undergrupp

Over-inda-regeln

16,17, 74

3,25-28

47-51, 56, 60, 61, 84, 87, 88

80, 81, 83, 88

20, 21

75-79, 82-85, 87

74

73

74, 81, 84, 87

59

3,111

20, 21, 25, 59

26, 30, 34

15, 20

25,28

30, 33, 35, 37, 43, 44, 60, 105

25,26

2,113

19, 20, 28, 34, 37, 53, 57, 58, 80, 81, 86, 89,
106

60

99

104-106

97,100, 101, 104, 105, 107-109

73

6, 18, 40, 71-74, 77-80, 83, 85, 91, 95, 96,
98,99, 102, 103, 105, 107-110, 115
74-76, 88, 89

71-74, 76,77, 79, 80, 83-85, 88

1,2, 41-44, 61,75

32

20, 32

78,79, 82

10, 11, 45-48, 51, 52, 61-64, 68, 74, 79, 82
5,6, 16, 48, 63, 71, 80, 96, 106-108, 115
73, 74,76, 80

3,9, 20, 29,30, 32, 33, 38, 50, 54, 59, 63,
64, 88, 89, 91, 96-102, 104, 105

18-21, 23, 24, 43, 59, 73, 77, 78, 86

41, 44
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